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MATEMÁTICA 





A Matemática é geralmente considerada como uma ciência à parte, desligada da realidade, vivendo na penumbra 
do gabinete, num gabinete fechado, onde não entram ruídos do mundo exterior, nem o Sol, nem os clamores dos homens. 
Isto só em parte é verdadeiro (Bento de Jesus Caraça, 1901 - 1948). 

Pode parecer que alguns assuntos desta obra não têm aplicação clara e imediata nos problemas cotidianos, 
e isso talvez crie um certo desapontamento. Mas, na verdade, a aplicação ocorre como resultado da evolução” 
c desenvolvimento desses conceitos. 

E fácil perceber a aplicação quase imediata de conceitos como porcentagem, juros e funções na economia, 
por exemplo; análise combinatória e probabilidade são o instrumento básico da estatística — que, por sua vez, 
é fundamental na sociologia, na psicologia, na pesquisa de mercado... Geometria e trigonometria têm aplicação 
clara em topografia e engenharia. Estes são apenas alguns exemplos. 

A Matemática está presente em nossas vidas desde um simples troco feito no ônibus, passando pelo cálculo 
dos reajustes do nosso salário, até o uso de computadores. 

Para entender um pouco a Matemática e suas aplicações é preciso um longo processo de estudo e dedicação. 
Às linhas mestras desse processo estão apresentadas nesta obra. 


ÁLGEBRA ELEMENTAR E GEOMETRIA PLANA 


Sob o título álgebra elementar englobamos as noções de conjuntos e conjuntos numéricos com as técnicas 
de operações de expressões algébricas utilizando os produtos notáveis e a fatoração; usando essas técnicas você 
poderá resolver equações de primeiro e segundo graus e também aquelas que são redutíveis a essas, tais como 
as equações irracionais e biquadradas. 

Com a geometria plana apresentamos os conceitos primitivos (ponto, reta e plano) a partir dos quais defini- 
mos os conceitos de segmentos, ângulos e figuras planas. Numa primeira etapa, fazemos o estudo dos elementos 
e das propriedades angulares dos triângulos, quadriláteros e polígonos em geral, sem levar em conta o “tama- 
nho” dessas figuras. À partir do teorema de Tales, e usando a semelhança de triângulos, reestudamos as figuras 
geométricas sob o ponto de vista do “tamanho” dos seus elementos e de suas áreas. 


TEORIA DE FUNÇÕES E TRIGONOMETRIA 


À partir de pares ordenados e relações binárias estabelecemos o conceito de função e fazemos o estudo das 
funções elementares, tais como: função constante, linear, quadrática e modular. À seguir, como uma consegiiên- 
cia do estudo das funções, introduzimos a resolução das respectivas inequações de primeiro e segundo graus e 
as modulares. Completando esse estudo inicial de funções apresentamos os conceitos de função inversa e função 
composta. 

Na segunda parte desse livro apresentamos a trigonometria: principais funções trigonométricas, relações en- 
tre elas e aplicação da trigonometria nos triângulos. 


FUNÇÕES EXPONENCIAIS, LOGARÍTMICAS E POLINOMIAIS, SEQUÊNCIAS 
E GEOMETRIA MÉTRICA ESPACIAL 


Neste livro complementamos o estudo das funções com as funções exponencial e logarítmica, incluindo a 
resolução das respectivas equações e inequações. À seguir fazemos o tratamento das sequências numéricas, parti- 
cularmente as progressões aritméticas e geométricas. Numa terceira etapa, ampliamos o conjunto dos números 
reais fazendo o estudo dos números complexos e estudamos nesse novo contexto as funções polinomiais e as equações 
algébricas. Por fim, explicamos a geometria métrica espacial, com o estudo da área e do volume dos principais 
sólidos geométricos. 


MATRIZES, DETERMINANTES, SISTEMAS LINEARES, 
GEOMETRIA ANALÍTICA, ANÁLISE COMBINATÓRIA E PROBABILIDADE 


O livro começa com o estudo das matrizes, dos determinantes e dos sistemas lineares. Em seguida passa-se 
à geometria analítica, estudando o ponto, a reta e a circunferência sob o ponto de vista algébrico; para isso, utili- 
zamos o plano cartesiano como elo de ligação entre a geometria e a álgebra. Para encerrar, apresentamos a análise 
combinatória e sua aplicação no cálculo de probabilidade e o binômio de Newton. 


> 
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CONJUNTOS 


Noções 


Conceitos iniciais 


Conjunto À noção de conjunto, em Matemática, é a mes- 
ma da linguagem corrente, ou seja, conjunto é sinônimo de 
agrupamento, coleção, classe etc. 


Elemento Os objetos que constituem determinado con- 
junto são chamados de elementos do conjunto. 


Pertinência Se um elemento é constituinte de um con- 
junto significa que ele pertence ao conjunto. Este fato é in- 
dicado pelo simbolo €. Por exemplo, chamando de P o con- 
junto dos números pares, escrevemos: 2 € P (2 pertence a 
P)e3 É P(3 não pertence a P). 

Embora os elementos de um conjunto possam ser quais- 
quer objetos (inclusive outros conjuntos), é costume repre- 
sentar os conjuntos com as letras maiúsculas e os elementos 
com as letras minúsculas. 


Representação dos conjuntos 


Por enumeração Podemos representar um conjunto 
enumerando seus elementos. 


Exemplos 

1. O conjunto dos números pares positivos menores que 10 
é: (2, 4, 6, 8). 

2. O conjunto dos números ímpares positivos é: 

11, 5, 5 Ta od: 

Por propriedade Quando todos os elementos de um con- 
junto À, e somente eles, satisfazem a uma certa proprieda- 
de, podemos descrever o conjunto À especificando essa pro- 
priedade. Para isso, usamos o símbolo | (lê-se: “tal que”). 


Exemplos 
1. A=[x|xéímpare3<x<Iljéoconjunto (5, 7, 9). 


err o e—— 


(3 <x< 1l significa que x está compreendido entre 3 e 
11; o sinal < lê-se: “menor”). 
2.B=[x|xépareO<x<8)éo conjunto (2, 4, 6). 


Por diagrama Para a vi- 
sualização geométrica dos con- 
juntos usam-se os chamados 
diagramas de Venn. O diagra- 
ma de Venn do conjunto À = 
(1, 2, 3] está representado ao 
lado. 


Conjunto vazio 


Chama-se vazio e indica-se por 2 o conjunto que não 
possui elemento algum. 


Exemplos 
1. O conjunto dos meses do ano que começam pela letra € 
(na língua portuguesa). 


2. O conjunto dos números pares maiores que 4 e menores 
que 6. 


Igualdade de conjuntos 


Dois conjuntos, A e B, são iguais quando têm os mes- 


mos elementos. 





ATENÇÃO Na definição de igualdade de conjuntos não 
há qualquer referência à ordem segundo a qual os elemen- 
tos de um conjunto são escritos. Assim: (a, b, c), la 6, b) 
e (b, c, a), por exemplo, são o mesmo conjunto. E mais: 
(a, b, b, c, c, c) e fa, b, c), por exemplo, são um único con- 
junto, pois ambos têm os mesmos elementos, apesar de b 
constar duas vezes e c três vezes no primeiro conjunto. 


Subconjuntos de um conjunto 


Se À e B são dois conjuntos, pode ocorrer que todo ele- 
mento de À seja também elemento de B. Quando isso ocor- 
re, dizemos que 4 é subconjunto de B ou que À é parte de 
B ou, ainda, que A está contido em B. Indicamos esse fato 
por À € B (leia: “A está contido em B”) ou por B D A (leia: 
“B contém A”). 
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A CB 
todo elemento de À é 
também elemento de B 


B 


Se existir pelo menos um elemento de À que não perten- 
ça a B, então À não é subconjunto de B, fato este que se 
indica por A É B (lê-se: “A não está contido em B”). 


Exemplos 

1. O conjunto À = [2,4, 6, 8, ...), dos números pares posi- 
tivos, é subconjunto do conjunto B = (0, 1, 2,3, 4,5,...), 
formado por todos os números naturais (À C B). 

2. O conjunto dos gaúchos é um subconjunto do conjunto 
de todos os brasileiros. 

3. Para os conjuntos À = [0, 2,6), B = (0, 2,4,6,8, 10) e 
C = (0, 2, 4, 8). 





Temos: A C B;CC B; 
AZ C(pois6EACc6EC) 
CZA(pois4ECesf£a) 


À definição de subconjunto induz a admitir que cada con- 
junto está incluído em si próprio: À C A. 









OBSERVAÇÃO O conjunto vazio está contido em to- 
do conjunto; simbolicamente: 2) C À, para todo conjun- 
to À. 


EXERCÍCIOS 


1. Reescreva cada sentença abaixo usando as notações da teo- 
ria dos conjuntos: 
a) x não é elemento do conjunto A. 
b) O conjunto À não é subconjunto do conjunto B. 
c) x é um elemento do conjunto B. 
d) O conjunto À é parte do conjunto B. 


Solução 


a) Se x não é elemento do conjunto À escrevemos x ça. 

b) À não é subconjunto de B quando À não está contido 
em B. Escrevemos, então: À É B. 

c) Se x é elemento do conjunto B, escrevemos x E B. 

d) O conjunto À é parte do conjunto B quando À está 
contido em B. Escrevemos, então: À C B. 


2. Dados os conjuntos À = [0,1,2,3), B = [2,3,4] e 
C = [0,1,2,3, 4, 5], faça um diagrama de Venn e assinale 
verdadeiro (V) ou falso (EF) para cada item abaixo: 

aa( )JACB b( )JBCA O()JACC 


d) ( )[0;3] CA eJ()JCDB 


Solução 





J(MAZB,pois0€EACcOEB. 

bD(PBZA,poissEBesgA. 

c)(V)A C C, pois todo elemento de A é também ele- 
mento de €. 

d) (V) Como O E À e também 3 €E À, o conjunto 
(0;3) C A. 

e) (V) € OD B, pois todo elemento de B é também ele- 
mento de €C. 


Operações com conjuntos 


Intersecção 
Se À e B são dois conjuntos quaisquer, sua intersec- 


ção é o conjunto dos elementos que pertencem simulta- 
neamente a À e B. 





Indica-se a intersecção dos conjuntos À e B por À N B 
(lê-se: “A inter B”). 


ANB=[x|x€E A e x€EB) 


SeA NB =g,ou seja, se À e B não têm elemento em 
comum, dizemos que À e B são disjuntos. 


Exemplos 
1. Sendo À = [a,b, cJeB = [b,c, d), então A N B = [b,c). 


2. Sendo À = [a,b,c)e 
B " (a, b, C, d), 
então A N B = 
ja, b, c) = À. 





3. Sendo À = [1,2,3]eB = [4,5], então À NB = q. 


e A 


Da definição de intersecção de conjuntos concluímos fa- 
cilmente as seguintes propriedades, válidas para todo o con- 
junto À e B: 


ANA=A;AND=0; ANB=BNA 









União 


Se À e B são dois conjuntos quaisquer, sua união é 
o conjunto dos elementos que pertencem a À ou a B. 
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4 [NOÇÕES DE CONJUNTO 


Indica-se a união dos conjuntos À e B por À U B (lê-se: 
“A união B”). 


AUB=[x|x€EA o x€EB) 


Exemplos 


1. Sendo À = |a,b, c)e B = [d, e), então À UB 
ni (a, b, C, d, e). 


2. Sendo À = (a,b,cleB=[b,c,d)então A UB 
= [a, b,c, d). 


3. Sendo À = (a, bl), então AU & =fa,b)=aA. 


Da definição de união de conjuntos concluímos as se- 
guintes propriedades, válidas para todo conjunto À e B: 


AUVUA=A AUg=A; AUB=BUA 


Diferença 


A diferença À — B é o conjunto dos elementos de À 
que não pertencem a B. 


A-B=[x|x€ A ext B) 


Exemplos 


1. Sendo À = ja,b,c,d]eB = [a,b),então A — B = (fc, d). 








2. Sendo À = [a,b,c,dJeB = (a,b,eJentãoA — B = (c,d] 


RSS 


3. Sendo A= [a, b, c, dj e B=[le, f) então A— B=(a, b, c, d). 
A 


B 


OBSERVAÇÃO Quando B C À, a diferença À — B 
chama-se conjunto complementar de B em relação a A. 
Indica-se o complementar de B em relação a A por (8 






Assim, simbolicamente, temos: 


(E =A-B,comBcCA 
Exemplo 


SeA=[0,1,2,3]eB=[0,1) A 


fe que BC A), então 


A=A-B=(2,3. 


Propriedade Representamos por n(X) o número de elemen- 
tos de um conjunto finito X qualquer; assim sendo n(A), n(B), 
n(A U Bjen(Ã N B) representam o número de elementos 
dos conjuntos À, BA U Be À MN B, respectivamente. 


Utilizando esta notação, podemos erunciar a seguinte pro- 
priedade, válida para todo conjunto À e B: 


A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B) 


Acompanhe a explicação desta propriedade pelo exem- 
plo seguinte. Sendo: 


A = [a,b,c) 
B = (b,c, d, e) 


CO O) 
temos: AUB=(a,b,cd,e] 
ANB=lb,cl 
e, portanto: 


n(A)+n(B)- n(ANB)=3+4-2=5=n(AU B). 


E, assim, verificamos numericamente por este exemplo a pro- 
priedade: 


(AU B)=n(A) + n(B) — n(A MN B) 


EXERCÍCIOS 


1. Dados os conjuntos À = [0,1,2], B = [1,3,4])eC = 
(0, 1, 2, 3, 4, 5], determinar: 

n B J(ANB)UC 

UB )AN(BUO) 


> = 





a) À 
b) À 
(A 
A 


2 
5C>D 


5) 
BU C = 10,17% no 1,23; 4,5] = 


2. Sendo A = (a, b,c, d),B = [b,d,e, e C = lc, de, g), 
determinar: 


aJA-B 


b)B- A )JA-C 

D(AUB-C J(ANB)U(A-C) 
Solução 

a A-B=(,b,cd)- fb,d,e, f) = (a, c) 


bDB-A=Íbde,f)-(a,b,c,d) = e, f) 
=|a,b,c,d)- (lc, d,e,g) = la b) 
J(AUB)-C=(a,b,c,d,e,f] — fc, de, g) = 
= (a, b, f) 
J(ANBJU(A-C)=|b,d)U (a,b)=lab, d) 
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3. Se o conjunto À tem 30 elementos, o conjunto B tem 50 
elementos e há 10 elementos que pertencem a À e B simul- 
tancamente, quantos elementos pertencem: 

a) somente a À (e não a B)? 

b) somente a B (e não a À)? 

c)JaÃUB? 
Solução 
Chamando de n(X) o número de elementos de um conjunto 
finito qualquer X, os dados são: n(A) = 30, n(B) = 50 e 

B 


A O e o) 


20 10 


n(A N B) = 10. Observe agora o diagrama de Venn: 


Conjuntos numéricos 





Os números, cujas propriedades e cujas interações são o 
objetivo da álgebra elementar, são classificados da seguinte 
forma: 


Conjunto dos números naturais 


Números naturais são aqueles que são utilizados na con- 
tagem dos elementos de um conjunto. Temos então: 


= [0,1,2,3,4,5,...) 


Conjunto dos números inteiros 


Números inteiros são todos os números naturais e tam- 
bém os opostos dos naturais; os opostos dos naturais são os 
números — 1, —2, — 3, —4,... Representando o conjunto 
dos números inteiros por Z, temos: 


Z=loso-s-28,-1,0,1,2 3 0G.u) 
Vamos ver agora alguns conceitos importantes aplicáveis 
aos números inteiros. 
Múltiplos e divisores Sendo a e b números inteiros, 
a é múltiplo de b, se a é o produto de b por um outro núme- 
ro inteiro c. 


Exemplos 


15 é múltiplo de 3, pois 15 = 3 + 5 
15 é múltiplo de 5, pois 15 = 5: 3 
— 8 é múltiplo de 4, pois —-8 = 4 - (—2) 
Zero é múltiplo de 5, pois 0 = 5: 0 

Repare que zero é múltiplo de qualquer número inteiro, 
pois O = a - 0, para qualquer número inteiro a. 

Sendo a, b e c números inteiros, definimos que a é múl- 
tiplo de bou decsea = b - c; nestas condições os números 
b e c são chamados de divisores de a. 


o N 





a) À região R do diagrama tem 30 — 10 = 20 elemen- 
tos. Esse número foi obtido pela diferença entre o nú- 
mero de elementos de À e o número de elementos de 
A N B, ou seja: o número de elementos que perten- 
cem somente a À (e não a B) é 20. 


b) A região T tem 50 — 10 = 40 elementos. Esse nú- 
mero foi obtido pela diferença entre o número de ele- 
mentos de B e o número de elementos de À N B,ou 
seja: o número de elementos que pertencem somente 
a B (e não a À) é 40. 


c) Para o número de elementos de À U B, temos: 
n(A U B) = n(R) + n(S) + n(T) = 20 + 10 + dO = 
= 70. Esse número poderia ser obtido diretamente pela 
fórmula: n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B) = 
= 30 +50 — 10 = 70. 


Exemplos 


3 é divisor de 15, pois 15 = 3: 5 
— 2 é divisor de 10, pois 10 = (—2) + (—5) 
| é divisor de 7, pois 7 = 1:7 
— | é divisor de 7, pois 7 = (— 1): (—7) 

Repare que | e — 1 são divisores de todos os números 
inteiros. 





D(a) = |x € Z | x é divisor de al 
M(a) = |x € Z | x é múltiplo de a] 
Exemplos 


D(8) =/|x€Z|xédivisorde8)=[+1,+2,+4, +8) 
D(-5)=|x € Z |xé divisor de -5) = [+1, +95] 
M(3) =|x € Z|x é múltiplo de 3) = 

"O, EM ED, ED! 
M(-2)=|x E Z |xé múltiplo de —2) = 

= (0, 2, t4, £6, £8,...] 


Números primos 
Um número inteiro pp = 0,p = —1l,p x 1,é 


primo se, e somente se, seus únicos divisores são 1, — 1, 
P, — P. 





Por esta definição, repare que: 

* os números 1 e — 1 não são primos; 

* Os únicos números primos e pares são 2 e —2. 

Deste modo, a sequência dos primeiros números natu- 
rais primos € 2, 3, 5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 20, «e 


Máximo divisor comum 
Dados dois inteiros a e b, não nulos, seu máximo divi- 


sor comum, que se indica por m.d.c. (a, b), é o maior ele- 
mento do conjunto D(a) MN D(b). 





Exemplo 


Para os inteiros 6 e 15, temos: 


U1 [CONJUNTOS NUMÉRICOS 
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D(6) = [-6, -3, -2, -1,1,2,3,6) 
D(15) = [—- 15, -5, —3, — 1,1, 3,5, 15) 
D(6) N D(15) = (-3, — 1, 1, 3) é o conjunto dos divisores 
comuns de 6 e 15. 
O maior elemento de D(6) MN D(15) é 3. Então: m.d.c. 


(6, 15) = 3. 







Números primos entre si 
Diz-se que dois inteiros a e b são primos entre si, ou 
que a é primo com b, quando m.d.c. (a, b) = 1. 





Exemplo 
5 e 8 são primos entre si, pois m.d.c. (5,8) = 1 

Os conceitos de número primo e números primos entre 
si são absolutamente distintos: dizemos que um número é 
primo e que dois ou mais números são primos entre si. 

Quando dois números distintos são ambos primos e de 
mesmo sinal (ambos negativos ou ambos positivos), então os 
dois números são também primos entre si (por exemplo: 3 
e 5 são ambos primos positivos e são também primos entre 
si, pois m.d.c. (3, 5) = 1). Mas, se dois números são primos 
entre si, não podemos concluir que sejam ambos primos e 
nem mesmo que um deles seja primo (por exemplo: os nú- 
meros 8 e 9 são primos entre si, pois m.d.c. (8, 9) = 1,e, 
no entanto nenhum dos dois é primo). 


Mínimo múltiplo comum 
Dados dois inteiros a e b, não nulos, seu mínimo múl- 


tiplo comum, que se indica por m.m.c. (a, b), é o menor 
elemento positivo do conjunto M(a) NM M(b). 





Exemplo 

Para os inteiros 10 e 12, temos: 

M(10) = (..., — 30, — 20, — 10,0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, ...) 

M(12) = [..., —24, — 12,0, 12, 24, 36, 48, 60, ...) 

M(10) N M(12) = [..., — 60,0, 60, ...) é o conjunto dos 

múltiplos comuns de 10 e 12. O menor elemento positivo 

de M(10) N M(12) é 60. Então: m.m.c. (10, 12) = 60. 
O m.d.c. e o m.m.c. de dois ou mais números podem ser 

obtidos a partir da decomposição dos números em seus fato- 

res primos. 


Exemplo 
Para os números 20 e 36, temos: 


20| 2 36 
10| 2 18 
515 9 
3 
] 


36 = 22.3? 


O m.d.c. de 20 e 36 é igual ao produto dos fatores pri- 
mos comuns a 20 e 36, tomados com seus menores expoen- 


tes, ou seja: | m.d.c. (20; 36) = 22 = 4 


O m.m.c. de 20 e 36 é igual ao produto dos fatores pri- 
mos comuns e não comuns a 20 e 36, tomados com seus maio- 


res expoentes, ou seja: 


m.m.c. (20; 36) = 22 + 3? - 5 = 180 





Conjunto dos números racionais 


Chama-se racional todo número que é o quociente en- 


tre dois números inteiros. 





Vamos agora apresentar alguns exemplos de números ra- 
cionais: 
e Os números inteiros. 








Exemplo 
O inteiro 2 é o quociente entre os inteiros 2 e | ou 4 e 2 
2 d — 
ou — 10 e —5 etc.; portanto, 2 = E a — 
e Os decimais exatos. 
Exemplos 
= JS, — 243, e 
4 ra ci 1000 * icoali 100 
e Os decimais não exatos e periódicos (dízimas). 
Exemplos 
0,222... = 0,2 = E] 
ATa sé nias à Es À a dê 
1,444... = 14=1 +04 =1+< "a 9 
0,999... = 09 = 5 = 


Agora vamos apresentar a definição formal de número 
racional, indicando por Q o conjunto formado por eles: 


Q=[LIpEZa E Za) 





Pela definição dos inteiros e dos racionais, concluímos 


facilmente que: | NCZ CO 


Conjunto dos números reais 


Números irracionais Facilmente podemos construir nú- 
meros decimais não exatos e não periódicos. Veja, por exem- 
plo: 0,101001000100001..., onde o número de “zeros” au- 
menta de uma unidade após cada algarismo 1. o 

Números como esse, cuja representação contém infini- 
tas casas decimais após a vírgula e onde não ocorre repeti- 
ção de período como nas dízimas, não são números racio- 
nais; esses números são chamados de irracionais. 

Veja agora mais alguns exemplos de números irracionais: 
t = 3,1415926... V2 = 1,4142135... 
V3 = 1,7320508... 

Representaremos o conjunto dos números irracionais 
por 1. 
Números reais À união do conjunto Q dos números Tà- 
cionais com o conjunto I dos números irracionais chama-se 
conjunto dos números reais e representa-se por IR: 


R=QUI 


Pela definição dos racionais e dos reais, concluímos fa- 


cilmente que: | N CZCcQCR 
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3. Determinar os conjuntos: D(12), D(0), M(0) e M(2). 
Solução 
D(12) = [x € Z | xdivide 12) = [+1, +2,+3, +4, +6, 


Podemos portanto fazer a 
seguinte representação: 


Os números reais podem . 
ser representados numa reta de D(0) = [x € Z | x divide 0) = (0, +1, +2, +3,...) = 
tal modo que a todo número = Z (lembrar que qualquer inteiro divide zero). 
real corresponde um ponto na reta e a todo ponto da retacor-  M(0) = [x E Z | x é múltiplo de 0) = (0) (o único múltiplo 
responde um número real. de zero é zero). 

1 1 | º M(2) = [x € Z | xémúltiplode 2) = (0, 2, t4, +6,...) 
-2-02-1-5 07 1032 3% 4 (conjunto dos inteiros pares). 
4. Calcular: 

a) m.d.c. (18; 42) 



















OBSERVAÇÃO Adotam-se as seguintes convenções: 


e O sinal * (asterisco) elimina o número zero de um E a ai : 
conjunto. 3| 3 715 
e Osinal + (mais) elimina os números negativos de 
um conjunto. 
e O sinal — (menos) elimina os números positivos 8=2-3 o 
de um conjunto. o 
m.d.c. (18; 42) = 2:53 =6 
EXERCÍCIOS b) m.m.c. (54; 64) 
54/12 64|2 
1. Assinale V (verdadeiro) ou F (falso): a a E : 
a) Z, é o conjunto dos números inteiros positivos ( ) 313 g 2 
b) Z. é o conjunto dos números inteiros negativos ( ) 4 2 
c) Z € Q, ou seja, todo número inteiro é racional ( ) 219 
d) 3x E L x ?(osimbolo 3 significa existe”) () 
o)Z+NZ*=(0) () 54 =2:3 
f) 0,3413441... Z O () 
Solução 64 = 2º 
a) (F) Z. = [0, 1, 2, 3, ...] é o conjunto dos números intei- m.m.c. (54; 64) = 2º: 3) = 64:27 = 1728 
ros não negativos. Não negativo não é sinônimo de posi- E fed e Vou (FP 
tivo, pois o número O (zero) é não negativo sem ser po- . pero primo é impar () 
sitivo. x o 
b) (F) Comentário análogo ao do item a. É pn E Ee : qu E 3 ; , 
c) (V) Se p E Z, então p é um quociente entre dois inteiros, à) E 12 dia primos entre si () 
bastando escrever p = E e) sea e bsão primos entre si, então a e b são primos (|) 
d) (F) Como Q C R, segue-se que todo número racional é E 2 é primo e par. —2 também 
real. “ a 
4 = 
o (PZ.NZt=[0,1,23..)N[..,-3-2-1] = 0. É a Ea e po da 
f) (F) 0,341341... = 0,341 = o E O. d) (V) Basta observar que m.d.c. (5, 12) = 1. 
e) (F) Os conceitos são independentes. Por exemplo: 4 
2. Pergunta-se: o e 9 são primos entre si (m.d.c. (4, 9) = 1) e, no entan- 
a) Quaisquer que sejam os números irracionais a e À, to, nenhum dos dois é primo. 


pode-se concluir que a + P é irracional? Usando sím- 
bolos lógicos, a implicação a, P E 1 = (a + B) E 
1 é verdadeira? 

b) Mesma pergunta para a implicação a, B E 1 = (a * B) 
E 1. 


6. (FUVEST) Duas composições de metrô partem simulta- 
neamente de um mesmo terminal fazendo itinerários dife- 
rentes. Uma torna a partir do terminal a cada 80 minutos; 
a outra a cada hora e meia. Determine o tempo decorrido 
entre duas partidas simultâneas consecutivas do terminal. 
Solução Solução 
a) Não. A soma de irracionais pode ser racional. À primeira composição passa por um terminal a cada 80 mi- 
Exemplo: 45 += = 0 nutos. À segunda composição passa pelo mesmo terminal a 
hé , — cada hora e meia, ou seja, a cada 90 minutos. 

cl el eq Se as duas composições passarem simultaneamente pelo mes- 
b) Não. O produto de irracionais pode ser racional. mo terminal je a asa É tal fato do a ocorrer 
no instante t 20 minutos. Observe que = m.m.c. 
Exemplo: V3 - v3 (Pp =.3 (80, 90). À cada 720 minutos (12 di as duas composi- 

cl cl eQ ções estarão juntas no mesmo terminal. 
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co E consuntos Numéricos 


dh+ol=xER|x>a 


Intervalos lineares 
RR [1;+ oo | 


Intervalos finitos Alguns subconjuntos de R, por aparece- À 
rem frequentemente, têm nomes e notações especiais. | o 

Por exemplo, o conjunto H = [x E R|[1 <x< 2), for e) ]- 00; + o[ = R 
mado por todos os números reais entre 1 e 2, incluindo os extre- ro TO; 4 co 
mos 1 e 2, recebe o nome de intervalo fechado de extremos 1 e a 


Por exemplo, o conjunto [x € R | x 2 1) é o intervalo infi- 


2 e passa a ser representado por [1; 2]. 
nito [1; + cof. 


1€EH, 2€EH 
cena ii ii > H = [1;2) 


0 1 2 OSHO 2 4 | 
Jáo conjunto] = [x E R| 1 <x < 2) chama-se intervalo 
aberto de extremos 1 e 2 e é representado por ]1;2. EXERCÍCIOS 
1EJ.2ZES 
e e pe YA A] fm J =11:2 


1. Escreva com a notação de conjunto e represente sobre a reta 
real os intervalos ]— 1; 2) [0; 3, ]-1; IM e [—1; 1) 


0 1 2 
Outros casos possíveis: 
K=xER|1I<x<2)éo intervalo fechado à esquerda 


e aberto à direita de extremos 1 e 2. É representado por [1;2[. Solução 
1EK, 2€EK ]-1;2]=[xE R| -1<x< 2): intervalo aberto à esquer- 


E K = [1:2 da e fechado à direita, de extremos — 1 e 2. 

L=[xER|1]<x<2)éo intervalo abeo à esquerda e RR 

fechado à direita de extremos 1 é 2. É representado por Jis3) [0;H=[xER|0<x< 3) intervalo fechado à esquerda 
1IEL,2EL e aberto à direita, de extremos O e 3. 


1 e a 


0 : > L = 11;2] 
E 
o 
Exemplos |-1;l=[xE R| -1<x< 1) intervalo aberto de extre- 


1. Oconjunto À = (xER|0<x< lJéo intervalo fechado mos —i e 1. 
de extremos 0 e 1. 
OM O 


——ee AO eee À = [071] E ! 
0 , [-1;1]=[xER|-1<x< 1): intervalo fechado de extre- 
2. OconjuntoB = |xER|-2<x< Ijéointervaloaber- mos —lel. 
to à esquerda e fechado à direita, de extremos —2 e 1. A VA 4 0 mi 
B=)]-2;1] 7 1 
Ortega 2. Sendo À = [0;4] eB = [25 |, determine A N Be À U B. 
-2 1 
Soluçã 
3. OconjuntoC =|xER|1<x<3)éo intervalo abeno B E 
de cinco asta representar À e B na reta: 
0 4 
————commmmmmnom C=ã]1:3 A NS > 
1 3 ” 5 
4. O conjunto D = |xER| -1<x<Oéo intervalo ANB 2 4 
gi o 
fechado à esquerda e aberto à direita, de extremos — 1 e 0. U 0 E 5 
AUB O AAA ———— 
= : D=[-1:0 obtendo-se À NB =[24]cAUB =l0;5). 


3. Para os mesmos intervalos do exercício anterior, deter- 
Intervalos infinitos Sendo a um número real qualquer, os minar A — BeB- A, 





intervalos infinitos são conjuntos da forma: Solução 
)]- ca=kER|x<a a. p 

al E 

iii joo; 2 
a 6 DDD eU bot AA ——— 

b]- oa =xER|x<a As —S, a: 

B-A 4 a 
imo oco: al no 
Jly+ol=xER|x>a dA gal Ca, (observe que o extremo direito 2 (A — B), 
om TD + B — À = H55] (observe que o extremo esquerdo 4 Z (B — À), 
a pois 4 E A). 
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POTENCIAÇÃO E 
RADICIAÇÃO 


Potenciação 





Potência de expoente natural 

Dados um número real a e um número natural n > 1, 
chama-se potência enésima de a, e indica-se por a”, o pro- 
duto de n fatores iguais a a. 





Na potência a”, o número real a chama-se base e o nú- 
mero natural n, expoente. Há dois casos particulares que fo- 
ram excluídos da definição anterior: os casos de expoente 1 
e expoente O. Colocamos, então, por definição: 


al=aea” =] 


Exemplos 

3? =3:3=9 

pap tema (erp) = 
(= p=) = apet=e) rfeaj= 1h 
(=1P = (=) -(=D=1 

123º =1 

0$ =0 


O próximo passo consiste em considerar expoentes intei- 
ros quaisquer e não apenas naturais. 


Potência de expoente inteiro 


Inicialmente, você deve observar que, se o expoente da 
potência for inteiro e não negativo, então você estará no ca- 
so anterior. 

Caso o expoente seja negativo e a base seja não nula, co- 
locamos, por definição: 








Exemplos 
ea = A. = Es - ( pus 2” = DE fito = e um = O — E? 
2 2 (— 2) — 8 8 
J 16 E (-2) 4 


Propriedades operatórias 
das potências 
Para operar com potências, é muito importante que você 
conheça uma série de propriedades que passamos a expor. 
O domínio dessas propriedades é fundamental, principalmen- 
te em termos de rapidez de operação. Vamos a elas: 
Produto de potências de mesma base Conserva-se 
a base e somam-se os expoentes. 





[am car mato | 


Divisão de potências de mesma base Conserva-se a 
base e subtraem-se os expoentes. 


Potência de potência Conserva-se a base e multiplicam-se os 


expoentes. 


Potência de um produto Distribui-se o expoente para 
os fatores e multiplicam-se as potências assim obtidas. 


[ecdr= err] 


Potência de um quociente Distribui-se o expoente para 
o dividendo e o divisor e dividem-se as potências assim 
obtidas. 





Potência de base fracionária e expoente negativo 
Inverte-se a base e troca-se o sinal do expoente. 





Exemplos 
ref nFPIPEER 
os AMAS +57 


Ds Ds 


OBSERVAÇÃO (5?) não é o mesmo que 5” já que em 


3 — 
5? efetua-se, antes, 2* = 8 obtendo-se 5” = 5º. 


EXERCÍCIOS 


1. Assinale (V) ou (F). (Não esqueça as propriedades que 
você acabou de estudar.) 


a) 22.20 =29 () D)Q+3PJ=2+3 () 








p2l=r O 9(-S)=500 
96f=3"() 
Solução 


a) (1) 2º + 20 = 2)*20 = 22 * 2% (não esqueça: no 
produto de potências de mesma base somam-se os ex- 
poentes, conservando-se a base). 


210 º o. 
b) a = 210"? =2º x 2º (na divisão de potências 


Scanned by CamsScanner 


(O POTENCIAÇÃO 


ja 
= E RADICIAÇÃO 


de mesma base subtraem-se os expoentes, conservando- 
se a base). 


o) (9) | 6 -=92.4=3 


3” = 318 (efetua-se antes 2º = 16) 


nf +3p=5=25 
o tra 


am(5) (3-5 


2. Calcule: 
(5) 
Solução 
MONO Raia 
p(-3r= (1) =1E = 
3. Simplifique: 
(ady (ao 


(ar b-c) 
Solução 
CR a A o E SE E 
(ac be c) E bet 
a Pa E DE A E E gta 
a jr gl 


RADICIAÇÃO 


Vamos definir, agora, o símbolo “/a, onde a é um núme- 
ro real qualquer e n um número natural maior que 1. Antes 
da definição é bom lembrar a terminologia usada: o símbolo 
N/a lê-se “raiz enésima de a”. O número real a chama-se ra- 
dicando, o número n, índice da raiz e o sinal V, radical. 

O símbolo */a é definido nos seguintes casos: 

Para a real qualquer e n ímpar 


"/a é o número real b tal que b" = a 


ae Rn €E IN,n ímpar 


Ya=beb" =a 





Exemplos 
JET = 3 pois 3º = 27 
V8 = 2 pois 2* = 8 


4. Calcule: 
a) (0, 3)! + (0, 12 — (1) 
b) (-0, 3)? + (3%)! + 3º 


à (9) = (5) 


Solução 


o (0,37 + (0,02 = (p= (5) 4 


ao 
AY en = do ) o 
+ (55) (-n=Dri+ 
2 O [10,300 , 3. 313 
3 + 100 + 1 3 + 3 + 3 3 
3 Na 
» (033 + gra sr= (+ 
pa cena Do (JO gr do 
3 9 
100 1. 100, 81,118 
ro» o py Ss 
3 (E = (AY = (2) (A) 
10 7 7 7 
“0 100.70 100.30 
7 49 “49 Tao 49 


H 
| 
oo 


Et = —2 pois (— 2) 


-] = —lI pois(-1* = —1 


Para a real não negativo e n par 


N/a é o número real não negativo b tal que b” = à 


a€E R,n€E N,n par 


Va=b>200b"'=a 





Exemplos 

VT = 2 pois 2º = 16 
V9 = 3pois3 =9 
VI =] pois 1º = |] 


ATENÇÃO v9 = 3enãovV9 = + 3. A definição, para 
o caso de índice n par, exige radicando a não negativo € re- 
sultado b não negativo. No caso específico de V9, por exem- 
plo, não estamos procurando todos os números reais cujos 
quadrados resultem em 9, mas sim o número real não nega- 
tivo cujo quadrado seja 9 (e este número é 3). 

Finalmente, observe que, para a < 0 en par, o símbolo 
Va não é definido em R. Por exemplo: J-9 £ IR, pois não 
existe número real cujo quadrado seja — 9 (lembre-se de que 
toda potência de expoente par é não negativa). 
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Propriedades operatórias 
dos radicais 


Para os cálculos com radicais, use as propriedades se- 
guintes: 


Propriedades 





(QT = Yam 
Exemplos 
V =*27 =v7 
V2º Vl =V2.2=Y2=2 
4 
Nel = — 3 Vê = 2 
V6 v 6 


(3) = 43 = V9 
Vy2 ="Y2 = 2 


Potências de expoente racional 


Você já sabe calcular potências de expoente inteiro. Ago- 
ra vamos aprender mais um caso de potenciação: as potên- 
cias de expoente racional como, por exemplo, 2!'2, 912, 5*7 
etc. Para isso, basta você guardar que as potências de expoente 
racional podem ser escritas como radicais, através da 
igualdade: 


amin = Yam, com a > 0, nEN*, mEZ 


Exemplos 
252 = VT = V5=5 


SS mm" ai (V8 sa 
: 0.25 Eye df E : 
16 LOS mm =2 


qua = *V2 


EXERCÍCIOS 


1. Assinale (V) ou (F) 
a) V —-] = —1 ( 
J(-3P = 3 ( 
Solução 


a) Aa - = —l,logoV-1 = —1 
b) (V) Indice par e radicando negativo. 
(1) di=ar e 9 = 3 


) bD)vV-I6 E R () 
) 


2. Calcule: 


a) 576 
Solução 


b) 2025 c) 0,001 


a) 576 a” sd RT, 16 = v2.3 = 


NT=2.3=8-3=24 


m—] 
o 
Lv LS 1) O O O O dO 





o | 
tn 
UM A OS US US to 











3 = l E “VI a! ] a sas 
Ed 1000 Jo Jr do * 
3. Simplifique: 
a) v8 
b) 243 
c) 12 +27 — 
d) V2 x 18 


NERY 


b) V243 = 3! =V3'-3=/3'.V3=32.V3= 
= 93 
12 = 2º . 3 = 27 v3 = 2/3 
c) como: ) (27 = 3-3 = V3.v3 = 3/3 
v1I47 = rs a JT V3 = 743 
obtemos: (12 + 27 — V147 = 243 + 33 - 
— 73=(2+3- W3 = -3 


d) v2 - V18 = V2- 8 = 36 = 6 


4. Colocar em ordem crescente os números V2, V3 e V5. 
Solução 


Comparamos radicais, reduzindo-os ao mesmo índice. O ín- 
dice comum é o m.m.c. dos índices dados. Neste caso, o ín- 
dice comum é 12 = m.m.c. (2, 3, 4). Temos, então: 


= JT = 57 = 
V3 = V3 = 'V3=v 
VS = $/87 = 57 = !à 


< 'VBI < 'VIZ5, obtemos: 


| RADICIAÇÃO 


Como "61 


cmd 
come 
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PRODUTOS NOTÁVEIS 


E FATORAÇÃO 





Quadrado da soma 


O quadrado da soma de dois termos é igual à soma de 
três parcelas: O quadrado do primeiro termo, mais duas vezes 
o produto do 1º pelo 2º termo, mais o quadrado do segundo 
termo; isto é: 


(ar+b=a2+2-a-b+b 


Exemplos 
Lit+pPapéázr l+tregyp+i: rea 
2 Qe+Ipe(nP+2:%: 347 = dr + imx+9 


Quadrado da diferença 


O quadrado da diferença de dois termos é igual ao qua- 
drado do primeiro termo, menos duas vezes o produto do 1º pe- 
lo 2º termo, mais o quadrado do segundo termo; isto é: 


(a-b'=al-2-a-b+b 


Exemplos 
l(x-4=x-2-xc4 +42 =x) — 8x + 16 
2. (3x —- 5) =(3x)) —-2-3x:5+5?=0x2 — 30x + 25 


Produto da soma pela diferença 


O produto da soma de dois termos pela diferença dos mes- 
mos dois termos é igual ao quadrado do primeiro termo me- 
nos o quadrado do segundo termo: 


(a+b)-(a-b)=al —b 


Exemplos 
l(x+N)(x-7MD=x-7=x—49 
2 (2x +3)-(2x—- 3)=(2x) —- 32 =4x —9 


EXERCÍCIOS 


1. Desenvolver os seguintes produtos notáveis: 


a) (3x + 17 b) (a + va) 
c) [x + +) 


Solução 
São três aplicações do produto: 
(a+b)=a+2:-a:b+b?. Acompanhe: 
a) (3x+I)=(3x)+2-(3x)-1+12=9x+ 6x+] 
b)(a+ va) =a?+2ava+ (va) =a?+2aVva+a 

l 


c) (nel) =e+2 x Le (DL) -ws2+ a 
x Ed X ” 


2. Desenvolver (a + b + c) 


Solução 
Para não decorar mais uma regra de produto notável, apli- 
camos a propriedade distributiva: 


(atb+ef=(a+b+o)c(atb+o) 
(a+b+c)=a+ab+actab+b? + bc+ac+ bc +c 
Somando os termos semelhantes e ordenando-os, temos: 

(at+tb+c'=a+b + cc? + 2ab + 2bc + Zac 
Sd. Sea + e = b, determine a? + a, em função de b. 
Solução 


Elevando ambos os membros da igualdade a + — = bao 


2 
quadrado, obtemos: (a + 1) = b?. Desenvolvendo o 


quadrado no primeiro membro, obtemos: 
: ] 
p+2o d+ (LP =b ou: + 2+-7=b. 


“Passando” o número 2 para o 2º membro, vem: 





4. Desenvolver os seguintes produtos notáveis: 
a) (2x — x?) b) (Vx — x) 
Solução 
São aplicações da identidade: 
(a-b)=a-2-a-b + b? acompanhe: 
a) (2x — x) = (2x) — 2 + (2x) + x* + (x)! = 
= 4x — 4 + xº 
b) (Vx — xP = (Vx) — 2Vx ex + x? = 
=x — 2xvx + x 


5. Demonstre a identidade: 
(a + bP = a + 32%b + 3ab' + b 


Solução 

Lembrando que (a + b)' = (a + b)? - (a + b), temos: 
(a + b)) = (a? + 2ab + b?) - (a + b); agora, distribuímos: 
(a+b) = a! + ab + 22?b + 2ab? + ab? + b' 
(a+b) =a!+ 32?b + 3ab? + b?. 
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FATORAÇÃO 


Quando escrevemos a * (x + y)no lugar dea - x + ay, 
estamos fatorando a expressão a - x + a - y, ou seja, estamos 
transformando-a na forma de produto de dois fatores, que, neste 
caso, são a e (x + y). 


Fator comum 


Quando uma expressão algébrica é formada de parcelas, 
sendo que um mesmo fator aparece em todas elas, coloca- 
mos este fator (chamado fator comum) em evidência. 

Por exemplo, na expressão E =a:x+ary+arz, 
as três parcelas são compostas de produtos, onde o fator a 
é comum. O fator comum a é colocado em “evidência”, isto 
é, na frente de um par de parênteses. Ficamos, então, com 
E = a * (...2...). Nos parênteses colocamos a soma dos quo- 
cientes da divisão de cada parcela de E pelo fator comum a. 
a - Ta ye a : z 


A forma fatorada da expressão E é, então: E = a(x + y + Z). 


E io ES cao si 
sses quocientes são: —— = x, 





o 


Exemplos 

1. Fatorar: 3a'x? — 9a'x' + 3a?x*. 

Os fatores comuns são: 3, para a parte numérica e a?x? para 
a parte literal (“pegue”, sempre, cada “letra” elevada ao me- 
nor expoente com o qual ela aparece na expressão). Assim, 
o fator comum que vai em “evidência” é 3a?xº. 


Dividindo cada parcela da expressão dada, pelo fator comum, 
obtemos: 


3aºx? Ga)x? 3a?xº 
3a?x? E o 3a?x? o Ga) “ Jay? O: logo: 
FF" 


Ja*x? — 9a'x* + 3a?x* = 3aixia? — 3ax + xº) 











2. Fatorar: 12x? + 8x + 4. 


O fator comum, agora, é só o número 4. Observe que 4 = 
m.d.c. (12, 8, 4); não há fator comum para a parte literal, 
pois a terceira parcela é só numérica. Feitas as divisões de 
cada parcela da expressão por 4 (isso, agora, você já faz men- 
talmente), obtemos: 12x? + 8x + 4 = 43x! + 2x + 1) 


Agrupamento 


Este método se aplica quando: 

a) não existe um fator comum para todas as parcelas; 

b) partes da expressão (grupos) possuem fator comum. Por 
exemplo, na expressão: E = ax + ay + 
+ b:x+b-yas duas primeiras parcelas ax e ay pos- 
suem o fator comum a, ou seja: axtay=a - (x+y); 
as duas últimas parcelas bx e by possuem o fator comum 
b; ou seja: bx + by = b(x + y); logo: 


TO 


Ezacxtacy+bex+tbey=ax+y+b(x+y) 


[O pp—————+ 


Agora o termo (x + y) é fator comum: pondo-o em evi- 
dência, temos: E = (x + y)- (a + b). 


Exemplos 

1. 2xw + x) + 8x + 4=xH/2x + 1) + 42x + 1) = 

= (2x + 1)(xº+ 4) 

2. l5xy — 3y+2 — 10x? = 3y(5xº —- D+ 2(1 — 5x). 
Repare que os parênteses são iguais com sinais contrários; 
então, trocamos todos os sinais dentro de um dos parênteses 


e também na frente dele; por exemplo, no segundo parêntese: 
+2-(1-5x)=-2-(-1+5x)= -25x - 1) 


Logo, 3y(5xº? — 1) + 21 — 5x?) = 
= 3yv(5x —- 1)-25x-1)=(5x*- D(3y — 2) 


Diferença de quadrados 
a? —- bl =(a+b)(a — b) 


Essa identidade passa, então, a ser usada para escrever 
qualquer diferença de quadrados: 


a? — bl =(a+b)-(a-b) 

at — b'=(a22+b)(a? —- b)=(a2+b)(a+b)(a — b) 
E assim sucessivamente. 

Exemplos 

1. 4x? — 25 =(2x?) —- 5º =(2x + 5)(2x — 5) 

2. 9x? — 625y? = (3x) — (25y)' = (3x + 25v)(3x — 25y) 


Diferença e soma de cubos 


As identidades seguintes servirão para fatorarmos soma 
e diferença de cubos: 


q +b=(a+b)(a? —- ab + b?) 
a — b=(a-b)(a?+ab+b?) 


Exemplos 
lx +M7=0+)=(x+3)(x -x:3+3)= 
=(x+3(x*- 3x + 9) 
2. 64x — 125y' = (4x) — (5y) = 
= (dx -— 5v)(dx) + dx 5y + 
+ (5y)] = (4x — 5y) (16x? + 
+ 20xy + 25y?) 


Trinômio quadrado perfeito 


Aplicam-se as identidades: 


q +2-a- 
q -2-a: 


| FATORAÇÃO 


ah 
[9% 
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43 E FatORAÇÃO 


men 


Esse caso de fatoração se aplica quando temos três ter- 
mos sendo que dois deles são quadrados (a? eb”)e 0 terceiro 
éo par produto das raízes quadradas dos dois primeiros 
(2 -a-b) 
diabo 
1. 4x? + 12x +9=(2x + 3) 

2. x — 10x +25=(x- 5) 

3. 9x + I2xy + 4y2 =(3x)) + 23x: 2y + (29) = 
= (3x + 2y) 

4. 16 + 8x +x!=4+2:4-x + (x) = 
=(4 + x) 


EXERCÍCIO 


Fatorar as expressões: 
a) 2ab' — 6a?b? o) (a-b) - (b- co! 
bax+ta-bx-b d) x* — 1 


Solução 
a) 2ab” — 6alb? = 2ab? (b — 3a) 
bax+a-bx-b=ax+1)-b(x+ã1)= 
e + efa = Db) 
o(a -b)-(b-cj= 
la D+ - ole cb -(-g)= 
=la-tb+b-cla-b-b+c)= 
=[a-c])la-2b+c] 
dx -1l=(xX-D-(xX + 1)= 
Degrz+D(et)(m-2+1])= 
e Dr rateir=-x+)m 


Ú 
am, 
[ecl 
| 


Racionalização de 
denominadores 


Quando se escreve uma fração, costuma-se fazer com 
que seu denominador seja, sempre que possível, um nú- 
mero racional. Existem, portanto, técnicas para transformar 
frações de denominador irracional (como, por exemplo, 
13 q 

2" 5º v2+1 
onde o denominador seja um número racional. Essa trans- 
formação chama-se racionalização de denominadores. Estu- 
daremos os casos mais frequentes. 





etc.) em outras frações equivalentes, 


Frações do tipo VT Racionaliza-se o denominador desse 
V 


tipo de fração, multiplicando-se numerador e denominador 
por Yb, lembrando que , para todo b não 


negativo. 

Exemplos 

RE E 

3 3.3 (3 3 

"6.2 52: V2 5:27 5:20 
2 

o 





Frações do tipo tpm Veja como as seguintes pro- 


priedades dos radicais: 


vo. = e Wb=bb>oO 


são aplicadas nas racionalizações a seguir. 





Exemplos 
LOLNEO NE NE VE 
To NT? VT! - 7 VT 7 
93 9-V2 98 WB 
O VE VE-VD VE 2 
a a 
Frações do tipo RR ou = de Nestes casos 


utilizamos a seguinte identidade: 


(vb + Vo) (vb - Vo) =(Vb)-(VJ=b-c 





Exemplos 
Lo 1:(5-V3 0 5-3 
“5 +V3 0 (W5+V3)(N5 — 13) 5-3 
5-3 
E 2 
É ara 2(V3 + 1) 2 U3+D 
3-1 (03-1(V3+1) 3-1 
[3 + 
= 23 + 1) = V3 + 1 
“2 
EXERCÍCIO 
Racionalize o denominador de: 
] 5 
a) — b 
v2 ) V3 
3 
c 
2/3 + | 
Solução 


- o e 5/32. 5V27 


PR ei 
2/3 + 1 (2/3 + 1)(243 — 1) 


H23 —- 1)  HW3-1)  HWN3-D 


— e | ————— 


c) 
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EXPRESSÕES ALGÉBRICAS 


Mínimo múltiplo comum 


Dadas duas ou mais expressões algébricas, seu míni- 
mo múltiplo comum é a expressão algébrica de menor 
grau que é divisível simultaneamente por todas as expres- 
sões dadas. 


Obtém-se o m.m.c.: 

e fatorando cada expressão dada; 

* formando o produto dos fatores comuns e não comuns 
a todas as expressões tomados com seus maiores expoentes. 


Exemplos 
1. Para obter o m.m.c. de 15xy?, 25x'*y e 10x*y*, temos: 


3:Sexey? 
5 


Os fatores , comuns ou não às três expressões, com seus 
maiores expoentes, são: 2, 3, 5º, x* e y*. O produto deles é 
o m.m.c. procurado, ou seja, m.m.c. (15xy?, 25xy, 10xºy*) = 
Perco ioryr, 


2. Para obter o m.m.c. de 12x + 3y e 16x + dy, temos: 


e + 3y = 34x + y) 
16x + 4y = 44x + y) 


Os fatores, agora, são: 3, 4 e 4x + y. O m.m.c. procura- 
do é:3:4- (dx + y) = 12M4x + y). 


3. Para obter o m.m.c. de | + 10a + 2522, 1 — 252? e 
| + 5a, temos: 


| + 100+2522=]2+2-1-Sa+(SaP=(1+ 5) 
l—- 252º =] -(5a)=(1+5Sa)(l-— 5a) 
| + 5a não é fatorável. 


Os fatores que compõem o m.m.c. são, então: (1 + 5a) 


e(l-—- 5a) e o m.m.c. é o produto deles, ou seja, é: 
(1 + 5a) (1 — 5a). 


Frações algébricas 


Chamam-se frações algébricas aquelas onde o numerador 
e o denominador são expressões algébricas. Alguns exemplos 
de frações algébricas: 


x +x+1 x —-4+y x — 1 


me 
x+10 x+ty * 3X+3 


Você vai operar com as frações algébricas, exatamente da 
mesma maneira como você opera com as frações numéricas. 
Vamos recordar: 


Simplificação: Fatoram-se o numerador e o denominador 
e cancelam-se os fatores comuns. 





Exemplos 


E — di cl =x+y 
x-—3 x — yr 
a (O ad DS a DO o et 
Sx* — 125 S-(xº — 25) 
an DE dá 
5 (x — 5) 


KX+xhGD7T. 2+5 


Adição e subtração Tira-se o m.m.c. dos denominado- 
res, reduzindo-se as frações ao mesmo denominador; efetuam- 
se as operações indicadas no numerador e simplifica-se, se 
possível a fração algébrica resultante. 


Exemplo 


2x é Ms 


Efetuar: - a Ea 





M.m.c. dos denominadores: 


as [sa 


Ed R > m.m.c. = 
x + | não é fatorável 


=(x+1)(x — 1) 
2x fole to- DIA a 
METAL meiga bl 
ad O IPs 
(x + 1)(x — 1) 
E Es nie dd A 
(x + 1)(x — 1) 
qa 
x — | 
Multiplicação Multiplica-se numerador por numerador e 
denominador por denominador; a seguir, simplifica-se a fra- 
ção algébrica resultante. 











Exemplos 

t tc Xtiata o, dE ix rd + A), 
Ux +4 2x (2x + 4): 2x 
IR (x+2  Ixe(x+2) . Dt + D 


2H o o 2-2 4 
2 — SM - dy 1x -8y | 
9x* — l2xy + dy* Ixy + 2yº 
3x) — (2v) . Mx — 27) 


“GP -2 xr vêr) 


= x + 2) (Bm 2 43x - 29) 
(3x — 2y) y(3x + 2y) 
= Ba+2yp, 4: Ge —?y) — 4 
Ba—=29) yolixtdyp y 
Divisão Conserva-se a primeira fração e multiplica-se pelo 
inverso da segunda; a seguir, simplifica-se a fração algébrica 
resultante. 


Exemplos 
L 8x' | de 2 8x 5Sy 0 40x 4x 
yo yo 5 dx 60Ny  6y 3 


DR A o API: 1 a 
x-y (-y X——+— 


Dt 
= AX X =) 2 
1-1 y 
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| EXPRESSÕES ALGÉBRICAS 


cmd 
01 


poa" 
O E EQUAÇÕES DE 1º GRAU 


EQUAÇÕES 


EQUAÇÕES DE 1º GRAU 


Equação de 1º grau em KR, na incógnita x, é toda igual- 
dade do tipo: 


ou redutível a esse tipo, onde a e b são números reais e a 
é não nulo. 

Observe que a equação é de 1º grau pois a incógnita x 
tem maior expoente igual a 1. 

O valor da incógnita x, se existir, chama-se raiz ou solu- 
ção da equação; é o número que, substituído “no lugar de 
x”, transforma a equação numa igualdade numérica; o con- 
junto formado pelas raízes de uma equação chama-se 
conjunto-solução da equação e será indicado por S. 

Por exemplo, a solução ou raiz da equação 3x — 12 = 
0éx=4(pois3: 4 — 12 = 0)e seu conjunto-solução é, 
então, S = [4]. 

Para a resolução das equações de 1º grau, proceda da se- 
guinte maneira: 

e isole os termos que contêm x de um “lado” da igualda- 
de e os demais no outro “lado”; termos que estão somando 
ou subtraindo “passam para o outro lado” subtraindo ou so- 
mando, respectivamente; 

* reduza todos os termos com x a um só; 

* termos que estão multiplicando ou dividindo a incóg- 
nita x “passam para o outro lado” dividindo ou multipli- 
cando, respectivamente. 


Exemplos 
1. Para resolver a equação 
4:(x-1)+3-(4x+ 1)=3] 
abrimos os parênteses, usando a propriedade distributiva: 
4x — 4 + 12x +3=3] 


isolamos os termos em x, passando o — 4 e o +3 para o se- 
gundo membro como +4 e —3: | 


dx + 12x =3] +4 — 3 


reduzimos os termos em x no primeiro membro a um só, 
e efetuamos as operações no segundo membro: 


l6x = 32 
passamos 16 para o segundo membro, dividindo o 32: 


Então, o conjunto-solução da equação é: 
S = (2) 
2. Para resolver a equação: 


2X -1 3X-2 0 4x-3 


2 3 4 


“tiramos” o m.m.c. dos denominadores, que neste caso é 12, 
e reduzimos todas as frações ao mesmo denominador: 


6(2x — 1) - 43x — 2)  X4x — 3) 
“cortamos” RR ain dá 
Po 6(2x— 1)- 43x -— 2)=3dx- 3) 
abrimos os parênteses: 
Vk - 6- )k+8=I2x-s 
isolamos o termo em x no segundo membro: 
—6 + 8+9= 12x ou llã=ãilZx 


passamos 12 para o primeiro membro, dividindo 11 e 


Então, o conjunto-solução da equação é: 


“qu 
| = 7) 
3. Para resolver a equação 
3x +2-3x+ 1)=0 
abrimos os parênteses: 
XK+2-3%-3=0 ou-l=0. 
Ajconclusão absurda a que chegamos tem um significa- 
do E simples: não existe valor algum da incógnita x que 
satisfaça a equação proposta. Em outras palavras, a equação 
é impossível e seu conjunto-solução S é vazio, ou seja, 
| S=0 
4. Pára resolver a equação, em Ik, 
2Ax+1)-3%x+2-(4-x)=0 
abrimos os parênteses: 
2x +2-3)kxX+2-4+%x=0» 
> 2x—-3)x+x=-2-2+4 
ou: 0=0 
Na verdade, essa igualdade é equivalente a: 
O: x=0 
que é verdadeira para qualquer valor de x; portanto o con- 
junto-solução é: S = RR. 


EXERCÍCIOS 


1. Resolver a equação: 3x — 2 + 4(x + 3) = x. 


E] 


Solução 


3x — 2 + 4(x + 3) = 
2+ dx + 12 =x 


3x — 

3x + 4x - x=2- 12 

6x = -10-x= 1 = - É itogo,S = [- 5) 

2. Resol ação: 2X = 1, dx a 
esolver a equação ; s - 


Melao gt É 
“a E 


gm SB — 1) + 12x = Sm 
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3. Resolver a equação: 
(x+D(x-3=(x+2)(x- 1) 

Solução 

(x+D(x-3=(x+2)(x- 1) 

$-IkKX+tx—-I=x]-x+2x-—2 

W-IkKX+rx—-x +x—2x=3-2 


Di de Ms al o: di 
—3x = | x ne 3» logo, S ) 


4. (FUVEST) Dois quintos do meu salário são reservados 
para o aluguel, e a metade do que sobra, para a alimentação. 
Descontados o dinheiro do aluguel e o da alimentação, colo- 
co um terço do que sobra na poupança, restando então 
Cz$ 1 200,00 para gastos diversos. Qual é o meu salário? 
Solução 

Chamando o salário de x, o enunciado diz que: 





EQUAÇÕES DE 2º GRAU 





Equação de 2º grau em IR, na incógnita x, é toda igual- 
dade do tipo: 





ou redutível a esse tipo, onde a, b e c são números reais € 
a é não nulo. 

À equação é chamada de 2º grau devido à incógnita x 
apresentar maior expoente igual a 2. Quando b = 0ec = O 
(a é sempre não nulo), a equação é chamada de completa. 
Seb = 0ouc =õ0,a equação diz-se incompleta. 


Exemplos 
1. 3x? + 4x — 5 = 0 é uma equação de 2º grau completa 
coma =3)b=4c=-s5. 


2. x! + 5x = 0 é uma equação de 2º grau incompleta com 
ami;jb=5Sem=o0. 


3. 2x? — 9 = 0 é uma equação de 2º grau incompleta com 
a=2b=0c=-9. 


3x* = 0 é uma equação de 2º grau incompleta com à = 
jb=0;c=0. 
Resolução das equações incompletas 


Quando a equação de 2º grau é incompleta, sua resolu- 
ção é bastante simples. Vamos analisar caso por caso. 


a) aluguel = + do salário = = e 


b) alimentação = E (salário — aluguel) 


ge fiaidiá : 
c) poupança = 3 (salário — aluguel — alimentação) 


Ae) (Med a 
3 5 10 31 10 E 


d) gastos diversos = Cz$ 1 200,00. 
Esses são os itens que compõem o salário, ou seja: salário 
= aluguel + alimentação + poupança + gastos diversos. 
Portanto: x = =x + + * + + + 1200 

obtendo-se: 10x = 4x + 3x + x + 12000 

ou: 2x = 12 000 e, finalmente: x = Cz$ 6 000,00 


1º caso b = O ec = 0; temos então: 


Exemplo 
x =0-x=0 =x=0=5S= 0). 


20 caso c = 0eb = 0; temos então: 


Exemplos 

1.3xX — l2x=0=x"(3x— 12)=0 = 
x =0;ou o 

=> Ed Er = (0: 
Fada PP, S = (0; 4) 


sr r+Kkx=0=2x](Xx+29)=0 = 


x =0;ou e, 
- | É o 9; 4 


x 
3º caso b = Dec =X 0; temos então: 
Exemplos 


Lu -g=0sxN=4>x=:vV£os 





= -—9 
92.33 +12=023x=-1252x)= -" E 


= —4, que é impossível em R; temos, então: S = 9 


Resolução das equações completas 


À resolução da equação completa de 2º grau é obtida atra- 
vés de uma fórmula que foi demonstrada por Bhaskara, ma- 
temático hindu nascido em 1114; por meio dela sabemos que 
o valor da incógnita que satisfaz a igualdade é: 


P EQUAÇÕES DE 2º GRAU 


jah 
me] 
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-b + b! — dac 


Fórmula de Bhaskara x = 2a 


O número b? — 4ac chama-se discriminante da equação 
| e é representado, geralmente, pela letra grega À (delta). Fa- 


zendo, então, 


reescrevemos as soluções da equação como segue: 


OBSERVAÇÃO A fórmula acima só se aplica quando 
A > 0; quando ocorre À < 0, a equação não tem solu- 
ções reais. 





Exemplos 
1. Para a equação x? —5x + 6 = 0, temos: 
a=],b=-Sec=6. 
Portanto, À = b? — 4ac=(-5) —- 4:1:6=25- 
—24 = | eas raízes são: 
a LA Co) ço A Ena 


e o conjunto-solução é S = [2; 3) 
2. Para a equação dx? — 4x + 1 = 0, temos: 
a=4,b=-4ec=il. 


Portanto, À = b? —- 4ac=(-4) —- 4-4-1=16- 
— 16 =0cas raízes são: 


-b-VA —(-49-V0 4-0 4 1 


Ra TS RR TS) 
DL Ob+VA (9 +V0 4+0 4 1 
Xa do ad "8 83 


Neste caso ocorreu À = 0 e as duas raízes x, € x, coincidi- 


ram (x =%= 4). O conjunto-solução é S = [5] 


3. Para a equação 3x? + 2x + 5 = 0, temos: 





z a=3,b=2ec=5 
o Portanto, A =b! —- 4c=22-4-3-55 
es >= A=4 -—- 60 = —S56. 
Q Neste caso, como À < 0, a equação não tem solução real; 
a logo, o conjunto solução é S = (9. 
o 
Ss 
- EXERCÍCIOS 
nes x 4 E 
18 1. Resolver a equação: —— + RES =5 





Solução 


Repare que para a existência da equação é necessário que 
os denominadores sejam diferentes de zero; portanto preci- 
samos terx é 2ex * 1. 

O m.m.c. dos denominadores é (x — 2)(x — 1). Reduzindo 
todos os termos ao mesmo denominador, obtemos: 


Ega SE a a NE 2)% — 1) 
(x — 2Xx — 1) (x — 2Xx — 1) (x — 2Xx — 1) 


Eliminamos o denominador comum e efetuando as opera- 
ções indicadas, temos: 
x(x - D+ 4x —- 2)=5(x — 2Xx — 1) 
x —-x+4x-8=5x-x- 2x+ 2) 
x + 3x -—- 8 5(xº — 3x + 2) 
x + 3x -8=5x) —- 15x + 10 
* —- Sx + 3x + 15x-8- 10=0 
—d4x? + 18x — 18 = 0 
2x* — 9x +9=0 
Agora, resolvemos a equação de 2º grau: 
=(-9) —-4:2:9=8]-72=9e€e, portanto: 


9 + v9 9 + 3 





*= "2-2 “04 * 
obtendo-se 
% E nes — AZ — 3 
l 4 4 
; 4 4 2 


Como nenhum desses dois valores anulam os denominado- 
res da equação proposta, o conjunto solução é: 


s = [553] 


2. (PUC — SP) Resolver a equação: 





Solução 
Lembrando que os tenominadores devem ser diferentes de 
zero, temos: 


Te dado ai 
x-1 80 »xgãHl 


O m.m.c. dos denominadores é x? — 1 = (x + D)(x — 1). 
Reduzindo todos os termos ao mesmo denominador, obtemos: 


2 + sto 
x — 1 = | x — 1 


Eliminamos o denominador comum e efetuando as opera- 
ções indicadas, temos: 


2 = au + ex — 1 
2-—-x —- x=x — 1 


Passando todos os termos para o 1º membro e multiplican- 
do por (— 1), obtemos a equação de 2º grau: 


2x + x —-3=0,ondeA=1"-4-2(-3)= 


= 95 “LEVE =1E3 
id 7 qu “GR: 
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2. A equação x? — 7x + 12 = O tem conjunto solução S 


As possibilidades são, então: 
, = [3; 4); verifique este resultado resolvendo a equação atra- 


é LDA E | vés da fórmula de Bhaskara. Por outro lado, podemos dizer 
4 4 que a soma e o produto das raízes dessa equação são: 
assi a 6 3 = 
a id E medo ms TR 


ATENÇÃO x = 1 não convém pois anula os denominado- 


res da equação Ei EXERCÍCIOS 
E como x = — 2 não anula nenhum desses denominado- 


1. Determine a soma e o produto das raízes de cada equa- 


res, obtemos: S = [5 ção abaixo: 
a) 3x —- 2x —- 1=0 
b)xº —- 3x =0 
Soma e produto das raízes Jx-1)+(2%X-22=0 
Podemos calcular a soma e o produto das raízes de uma Solução 
equação de 2º grau, sem resolvê-la. Veja como é simples: na a) Para a equação 3x? — 2x — 1 = 0, temos: 
equação de segundo grau ax? + bx + c = 0, com À = 
= b? — 4c > 0, já sabemos que as raízes são: ES oo! Rs 2ep E OP À 
aeE sas ADA = a 3 3 af 3 
X = o ex = —b+vA b) Para a equação x? — 3x = 0, temos 
Então: Eta «CLsdibaebdoed ei 
a l a | 


e À soma das raizes é 


-b -—- VA -b + VA 
RS 


= c) Inicialmente: (x — 1) + (2x — 2) = 0 = x! — 
—- Ix+1l+ 4x — Bx+4=0=5x— 1Ox+ 
+5=0>x)-—- 2x + 1 =o0. Agora: 


2. Determine o valor de m de modo que a soma das raizes 
da equação 3x” — 6mx + | = O seja 2. 








Solução 
P=x" m= E RÃ GS Na equação 3x” - 6mx + 1 Fe Re a=3,b=-6m, 
c=leS=x+txm=-— =“ = 2m. ComosS = 
(ob JVAX-d+ VA) O o a 3 
4a? 
= 2, obtemos: 2m = 2e, portanto, 
(bp (NAPO b—A O 
4a? 4a? 3. Na equação de 2º grau: x? — 2mx + m — 1 = 0, deter- 
; R minar m de modo que: 
ob — — dac) : o 
E - = a) as raízes sejam opostas (x, = —Xa) 
4a b) uma das raízes seja O inverso da outra (x = v) 
2 
- 2 —Sbl + dac | dae — c 
4a? 4a? a Solução 
Na equação x? — 2mx + m — 1 = 0, temos 
a=l,b=-2mc=m-l,S=x+Xx = 
=> .meP=xem= Cam - ] 
a a 
Exemplos 
1. À soma e o produto das raízes da equação a) Se x, € x; são opostas, isto É, x, = — Xa, então X, + X = 
x —- 5x + 6=O0Osão: 
e = e, comox, + x, = 2m, obtemos 2m = 0 ou 
Ee ni RR - E 10 
=-—=.—DzseP=—=— = 6. 
a ] a l 
De fato, isto é verdade pois o conjunto solução desta equa- b) Se x, = o então x, * x) = 1e, comox,'* x = 
ão é S = |2: o . 2 
ra a ; 3), como mostra o exemplo nº 1 resolvido na =m - |, obtemosm - | = 1 ou 
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EQUAÇÕES 


BIQUADRADAS 





Equação biquadrada em RR, na incógnita x, é toda igual- 


onde a, b e c são números reais e a é não nulo. 

Para a resolução das equações biquadradas, usamos de 
um artifício que as transformam em equações do 2º grau. 
Veja como é simples: fazemos a substituição 


. À equação ax* + bx? + c = 





= () transforma-se, então, em at? + bt + c = 0, que já sabe- 
mos resolver. 


EXERCÍCIOS 


1. Resolver a equação x* — 13x? + 36 = 0. 
Solução 


x? ” 
Fazemos: A o obtendo a equação 


? — 13 + 36 = O. Para esta última, temos: À = 
=132-4-1-36=169- 144 =25e, portanto: 
3 — 5 EA 9 
2 2 , 
Agora, achamos a incógnita x. Lembrando que xº? = t, vem 


x = 4 a 
ou > ou 
x = 09 = +3 


ty = =4,h= 


EQUAÇÕES IRRACIONAIS 





Uma equação é irracional se sua incógnita aparecer sob 
o sinal de radical (ou elevada a expoente fracionário). 


Exemplos 
1. V2xº — J=x 
2x + vx+5=5 


3. 3x — =1 


E 
2 


1] 
4x2 —-7=(x+1) 


Então, o conjunto solução da equação proposta é S = 
=[-3,-2,2, 3). 


2. Resolver, em R, a equação x' — 3x] — 4 = 0. 


Solução 
Fazendo a substituição convencional, temos: 


t t=4 
;ot-IH-4=0= ou > 
t 


[me 
A A 
be a 
Hl Ú 


x =4>x= t2 = 
ou > S=[-2;2 
v=-|>xéR 


] 
3. Resolver, em RR, a equação x? + aci 3 
X 


Solução 

Eliminamos o denominador, multipicando todos os termos 
da equação por x?. Obtemos, então: 

x + |=2x oux! — 2x? + | = 0. Com a substituição 
de sempre, recaímos na equação t? — 2t + 1 = 0, que nos 
dá a raizt = 1. Comt = 1, obtemos x? = 1,e, finalmente, 
x = & 1. Pronto! O conjunto-solução da equação inicial é 
S =[-1,1). 


4. Resolver a equação x* — 4x! = 0 

Solução 

Quando a equação é incompleta como aqui, a resolução é 
mais fácil ainda. Veja: x' — 4x? =0 => x)(xº — 4) = 0. 


Como o produto de dois números é zero somente quando 
um deles, pelo menos, é zero, concluímos que: 


x =0 x=0 
em > ni >» S=[-2;0;2 
aos es, se) | 


EXERCÍCIOS 


1. Resolver a equação: x + 2 = 4, em RR. 


Solução 
Elevamos os dois membros da igualdade ao quadrado: 


WET =4="2*+2=16=[x= 4 [| 


Vamos verificar se esse resultado realmente “serve” na equa- 
ção inicial: 


x=l4=>V/x+2=V/4+2=/6=4. 





Portanto, x = 14 é realmente solução da equação; logo, o 
conjunto solução é S = (14). 


2. Resolver, em R, a equação x + Vx + 5 = 5. 
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Solução 

Em casos como este é melhor deixar um radical em cada la- 
do da igualdade e a seguir elevar ao quadrado ambos os mem- 
bros da equação: 

Vx+5=5-vx 

(VE ESP = (5 — sy 


x+5=5-2:5:vx + (Vx) 
x + 5 =25— 10yx +x- 


10yx = 20 > Vx=2 


Repare que esta equação ainda é irracional; para eliminar 
o radical, elevamos novamente os dois membros ao quadrado: 


Fazemos a verificação na equação inicial: 
x=4->Vx+Xx+5=V/4+V/4+5=vV4+V9= 
=2+3=5; 

portanto, x = 4 é solução. Logo, S = [4]. 


3. Resolver a equação | + 3x — 5 =x 


Solução 

Isola-se o radical: 3x — 5 =x — 1 

Elevando-se ambos os membros da equação ao quadrado: 
(V3 — Pe (x = IF 

3x —-5=xº- 2x + 

Reduzem-se termos semelhantes e ordena-se a equação: 
obtém-se x? — 5x + 6 = 0, que nos dá: 


SISTEMAS DE EQUAÇÕES 





Um sistema de duas equações de 1º grau, nas incógnitas x 
E Rey € R é um conjunto de duas equações do tipo: 


ax + by = c R 
[MS onde a, b, 6, m, ny P E 
Exemplos 

qe 9.5 e fed de 
“lx+y=4 “Ux-3y=0 


Resolver um sistema desse tipo é obter um par ordenado de 
números reais (x, y) de modo que esse par, substituído em 
ambas as equações, transforme-as em igualdades numéricas 
verdadeiras. Por exemplo, no sistema 1, dado acima, a solu- 
ção é o par (3; 1); isto quer dizer que trocando x por 3 e 
y por 1 em ambas as equações, obtemos duas igualdades ver- 
dadeiras. Acompanhe: 





Após a verificação das raízes (que deixamos a seu cargo), vem 
o = 12:31, 
4. Resolver a equação 2x]! — | =x 


Solução 
Como dc costume: 
V2x -l=xo2xX-|l=x>2x-xg-l= 


Verificação: 
Para x = 1: 


Be -l=x=o2:V |J=1>/1= 


(verdadeira) = x = 1 é solução. 


Parax = —1: 

V2xº — =x> 2º(-1)-1l=-|1>/2-1= 
=-LJol=-|]51=-1 

(falsa) > x = — 1 não é solução. 


Finalmente, obtemos S = (1). 
5. Resolver em R a equação: (3x — 2 =. 


Solução 


Para resolver esta equação, elevamos ambos os membros da 
igualdade ao cubo, pois a raiz que aparece é cúbica. Temos 
então: 

3 

(vVv3x — 2) =D 

3x —-2=1=3)kX=3=>|x=1 


Como para expoentes ímpares não é necessário fazer verifi- 
cação, temos S = (1). 


8>9-1=8=>8=õê8 (verdadeiro) 
4 > 4 = 4 (verdadeiro) 


(Pa, 
ad 
tod tua 
" 
DO quand 
No 


Como o par (3; 1) satisfaz ambas as equações do sistema, 
ele é a solução do sistema; logo, S = [(3; 1)). 

Revisaremos com você os dois processos mais comuns de 
resolução de sistemas. 


1º processo: substituição 


x+2y=8 
2x ty =7 
isolamos uma das incógnitas numa das equações e substituí- 
mos na outra equação o valor encontrado. 


Para resolver o sistema 


Exemplo 


Na 1º equação, isolando x obtemos x = 8 — 2y; a seguir 
substituímos esse valor na outra equação: 


2x + y =7 


2-(8-2yW)+y=7 
16 - 4y+ty=7> -3y=-9=>|y=3 


No P SISTEMA DE EQUAÇÕES 
cm 
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Substituindo y = 3 em (1), temos: 
x=8-2y=8-2:3=8-6=2=|x=2 


Concluímos então que o par (2; 3) é solução do sistema; lo- 


go, S = [(2; 3). 


2º processo: adição 


2x + 3y =5 

ix — dy = 3 

escolhe-se uma das incógnitas para eliminar. Para isso, 
multiplica-se cada equação pelo coeficiente que essa incóg- 
nita tem na outra equação e somam-se (ou subtraem-se), mem- 
bro a membro, as equações obtidas. No sistema proposto, 
vamos eliminar a incógnita y, multiplicando a 1? equação 
por 4e a 2º por 3. Acompanhe: 


E 3y = 5 (x4) E + By =20, 
ix — 4y = 3 (x3) 2lx —- Tu =9 


Substituindo esse valor de x numa das equações do sistema, 


por exemplo na 12, obtemos 2 +: 1 + 3y=5=>J3y= 


Para resolver o sistema 


=3=|y=1 


Pronto! O conjunto-solução é S = ((1, 1)) 


EXERCÍCIOS 


1. Num sítio criam-se galinhas e coelhos, num total de 80 
animais; o número total de pés é 260. Quantas são as gali- 
nhas e os coelhos? 


Solução 
Chamado de x o número de galinhas e y o número de coe- 
lhos, teremos: 


x+y=80 (o total de animais é 80) 
2x + 4y = 260 (cada galinha tem 2 pés e cada coelho, 
4 pés) 


Isolamos o x na 1? equação e substituímos na 2º, obtendo: 
x+y=80 


2x + 4y = 260 


2(80 — y) + 4y = 260 = 160 — 2y + 4y = 260 


2y = 100 =| y = 50 
Substituindo y = 50 em (1), vem: 


s=80-y=x=80-50=[x=30 | 


Concluímos então que temos 30 galinhas e 50 coelhos. 


2. (CESGRANRIO) Calcule x + y, sendo (x,y) solução do 
sistema de equações 


X y 
2 Mes 
xy 


Solução 
Para simplificar a resolução, fazemos: 
4 ] 2 


dis Ti a a q di quis DO 
x x x x x 
dont as gire dica EL add 
y y y , y 
Nosso sistema transforma-se em: 

fts 

2a — 6b = -—3 


Multiplicando a 1? equação por 2 e somando com a 2º: 


8a + 6b = 8 é e A 
eta, = 1m=s edjo 


Substituindo (1) na 2º equação, vem: 


o = — — = 4 = 2 
| 


Finalmente, x +y=2+>="-—=—> 


reset 
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Você vai iniciar, agora, o estudo de uma das ciências mais 
belas criadas pelo homem: a Geometria. Nascida da necessi- 
dade de medir terras, encontra-se hoje presente, em todos 
os momentos do nosso dia-a-dia, nos tamanhos e formas dos 
objetos que nos cercam 

Na geometria admitimos a existência de três elementos 
intuitivos, isto é, sem definição: ponto, reta e plano. A partir 
desses três elementos são construídas todas as demais figu- 
ras geométricas. À bem da verdade, esses três elementos exis- 
tem apenas em nossa imaginação. Tentaremos criar algumas 
imagens concretas para representar o ponto, a reta e O pla- 
no, com a finalidade de ajudar um pouco nossa intuição. 

Um pingo d'água, a cabeça de um alfinete, um grão de 
areia, a marca deixada por um lápis num papel são concreti- 
zações aproximadas da idéia de ponto; são aproximadas, pois 
o ponto geométrico não tem “tamanho”, isto é, não tem di- 
mensão. 

Pense, agora, num barbante bem esticado: a figura obti- 
da assemelha-se a um “pedaço” de reta; “pedaço”, pois a 
reta tem que ser entendida como infinitamente “comprida” 
em ambos os sentidos. Da mesma forma, você pode visuali- 
zar um plano imaginando uma folha de papel bem esticada: 
assim temos parte de um plano, pois o plano também é in- 
finitamente extenso para todos os seus “lados”. 

Representaremos ponto, reta e plano por letras latinas 
maiúsculas e minúsculas e letras gregas, respectivamente, co- 
mo na figura seguinte: 





Be 
pontos 


(1) plano 


retas 


Estes elementos relacionam-se entre si através de certas 
propriedades não demonstráveis, chamadas postulados. En- 
tre os postulados da geometria plana, é importante que você 
guarde os dois seguintes: 


e toda reta é formada de infinitos pontos. 


e todo plano contém infinitas retas e também infini- 
tos pontos. 





8 GS a a Pp RS PS SS 
NASA SS ES ão SEP caos LS es 





















ASA ADA DADA GA GS qo 
SE, EP pe Vad 


A EM Pas PRO NaBESA 





a contém infinitos pontos 


a contém infinitas retas 


Elementos básicos 


Como vimos há pouco, a partir de ponto, reta e plano 
obtemos todas as figuras geométricas. Leia com atenção a 
definição de algumas delas: 










Segmento Sejam À e B dois pontos distintos de uma 
reta r. Chama-se segmento AB (ou BA) ao conjunto de 
todos os pontos da reta r, situados entre os pontos A e 
B, incluindo os próprios ponfos A e B. 






Semi-reta Tomando um pon-!--. .. E A 
to À, numa reta r, esta fica di- 

vidida em dois conjuntos de SPEA o SO sro RN 
pontos: 









Semi-reta (de origem A) é cada um dos dois conjun- 
tos de pontos em que o ponto À divide a reta r, incluin- 
do o próprio ponto A. 






Para se representar uma semi-reta de origem A escolhe- 
se um outro ponto (B, por exemplo) pertencente à semi-reta: 
A B 


| GEOMETRIA PLANA. ELEMENTOS BÁSICOS 





- “ E 
Assim, passamos a ter a semi-reta AB. 


Semiplano Sabemos que um 
plano contém infinitas retas. 
“Pegando-se” uma reta r, di- 
vidimos o plano em dois con- 
juntos de pontos, situados ca- 
da um em um dos “lados da 
reta”: 
















Chama-se semiplano (de origem r) cada um dos con- 


juntos de pontos em que um plano fica dividido por uma 
reta r, incluindo a própria reta. 






No 
C 
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—> —»> 
Sejam VA e VB duas semi-retas de mesma origem, 
num plano a. Angulo é, por definição, cada uma das re- 
giões em que o plano a fica dividido por essas semi-retas, 
incluindo as semi-retas. 






. px . E di 
O ponto V chama-se vértice do ângulo, as semi-retas VA e 


VB são os lados do ângulo e o ângulo é representado por 
AVB ou BVA. 


Tipos de Ângulos 


Ângulo raso. Aquele em 
que os lados são duas semi- 
retas opostas, isto é, têm mes- 
ma origem e sentidos con- 
trários. 

Ao ângulo raso associamos 
a medida de 180º (cento e oi- 
tenta graus). 


Ângulo de uma volta. 
Aquele em que os lados são 
duas semi-retas coincidentes; 
seus pontos ocupam todo o 
plano. 


Ao ângulo de uma volta as- 
sociamos a medida de 360º 
(trezentos e sessenta graus). 


Angulos adjacentes ou consecutivos. São dois ângu- 
los que têm o mesmo vértice, um lado comum e não têm 
pontos interiores comuns. 





Os ângulos à e À da figura são adjacentes, pois têm o lado 
a É ê 
VB em comum (observe que são dois ângulos “encostados” 
um no outro). 


Ângulo reto Num ângulo raso AVB, traçamos uma 


semi-reta VC, separando o ângulo AVB em dois ângulos ad- 
jacentes AVC e CVB; se esses dois ângulos tiverem medidas 
iguais, então cada um deles será, por definição, um ângulo 
reto. 

Ç C 


180º 


B V A V A 


Ao ângulo reto fica então associada a medida de 90º (no- 
venta graus). 


Ângulo agudo É todo ângulo de medida entre 0º e 90º. 


0º < à < 90º 


a 


Ângulo obtuso É todo ângulo de medida entre 90º e 
180º. 


é 90º <a <180º 


Angulos complementares São dois ângulos cuja soma 
das medidas é 90º. Dizemos que cada um deles é o comple- 
mento do outro. 


Como exemplo, os ângulos de 30º e 60º são complemen- 
tares, pois 30º + 60º = 90º, 





à + p = 90º 


Ângulos suplementares São dois ângulos cuja soma das 
medidas é 180º. Cada um deles é o suplemento do outro. 


Como exemplo, os ângulos de 110º e 70º são suplemen- 
tares, pois 110º + 70º = 180º. 


é] s 180º 


angulos opostos pelo vértice (o.p.v.) São dois ângulos 
que têm apenas o vértice em 

- « comum e tais que a união dos 
lados forma duas retas concor- 
rentes, isto é, duas retasque pos- 
uem apenas um ponto comum. 


ae são o.p.v. 
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ATENÇÃO 

e dois ângulos o.p.v. são sempre congruentes, isto é têm 
a mesma medida. 

e duas retas concorrentes que formam quatro ângulos re- 
tos são chamadas retas perpendiculares. 





Ângulo convexo Aquele no qual dois quaisquer de seus 
pontos determinam um segmento totalmente contido no pró- 
prio ângulo. 





O ângulo à da figura é convexo, pois tomando os pontos 
A e B em qualquer “lugar” dentro do ângulo, o segmento 
AB continua sempre contido em à; já o ângulo 3 não é con- 
vexo, pois o segmento AB da figura tem seus extremos, “den- 
tro” do ângulo c uma parte “fora” do ângulo. Os ângulos 
não convexos serão chamados de côncavos. 

Repare que o ângulo de uma volta e todo ângulo menor 
ou igual a 180º é convexo; os demais são côncavos. 


BISSETRIZ DE UM ÂNGULO 


É a semi-reta de origem no 
vértice do ângulo e que o di- 
vide em dois outros ângulos de 
mesma medida. 






a/2 
bissetriz 






MEDIDAS DE ÂNGULOS 


À principal unidade usada para se medir ângulos (tanto 
na geometria como na vida prática) é o grau; a unidade grau 
é definida de tal modo que: 

* o ângulo reto tem 90 graus = 90º 
* o ângulo raso tem 180 graus =& 180º 
e o ângulo de uma volta tem 360 graus = 360º 


A unidade grau é subdividida em unidades menores (sub- 
múltiplos) que são o minuto e o segundo, de tal modo que: 
e cada grau é formado por 60 minutos: 1º = 60º 
* cada minuto é formado por 60 segundos: 1" «= 60” 


Exemplos 


120 segundos são 2 minutos: 120” «= 2º 

180 minutos são 3 graus: 180” = 3º 

1/2 grau são 30 minutos: (0,5)º «= 30" 

um décimo de grau são 6 minutos: (0,1)º = 6º 
dois décimos de grau são 12 minutos: (0,2)º = 12º 


| 
EXERCÍCIOS 


1. Um ângulo raso AVB é seccionado em três outros ângulos 
pelas semi-retas VM e VN, conforme a figura seguinte. 


Sabendo que MVN = 


M N ( - 
= 2: AVM e NVB = 
= AVM + 20º, calcular os 
ângulos AVM, MVN e 
- E» NVB. 
V 
Solução 
M N 
2x 
x + 20” 
A V B 


Chamando a medida de AVM de x, temos: 
MVN = 2: AVM = MVN = 2x 

NVB = AVM + 20º > NVB = x + 20º 
Como o ângulo AVB mede 180º (ângulo raso), obtemos: 
x + 2x + x + 20º = 180º > 4x = 180º —- 20º = 
- 160º = x = 485 > x = 40º. 
Portanto: AVM = x = 40º, MÚVN = 2x = 80º e 
NVB =x + 20º = 60º 


2. Na figura ao lado o ângulo 
CVD é o triplo do ângulo 
AVB. Calcule o ângulo conve- 
xo AVC. 





Solução 





Fazemos AVB = x. Como CVD é o triplo de AVB, obte- 
mos CVD = 3x. 

Os quatro ângulos da figura formam um ângulo de uma vol- 
ta, logo sua soma é 360º, ou seja: 

x + 90º + 3x + 90º = 360º => dx + 180º = 360º > 
180 . «co 

a 45º. 

Portanto: AVB = x = 45º e CVD = 3x = 135º. 
Então, o ângulo AVC convexo mede x + 90º = 45º + 
+ 90º = 135º. 


= 4x = 180º > x = 


| ÂNGULOS 


3. Provar que se dois ângulos são opostos pelo vértice, en- 
tão suas medidas são iguais, isto é, os ângulos são congruentes. 


NO 
01 
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Solução 
Sejam Q e À) os dois ângulos o.p.v. Observando a figura ao 


PARALELISMO DE RETAS 


Duas retas distintas são paralelas quando, estando con- 
tidas num mesmo plano, não possuem nenhum ponto 
comum. 


Postulado de Euclides 


Há uma afirmação importante sobre retas paralelas que 
não é demonstrável; ela é simplesmente aceita como verda- 
deira; quando isso ocorre, como já vimos, dizemos que a afir- 
mação é um postulado. 


Postulado de Euclides 


Por um ponto fora de uma reta, existe uma única reta 
paralela à reta dada. 





Observe, então, que, no 
plano que contém a reta a e o 
ponto P, todas as infinitas re- 
tas que passam por P intercep- 
tam a reta a com exceção de 
apenas uma reta, que é a paralela a a. 


Observação 


Duas retas coincidentes também são paralelas; neste caso 
elas têm todos os pontos em comum. 








lado, vemos que: 


G e à formam um ângulo raso = (1) 
À e à formam um ângulo raso >| Pp +a= 180º 


Comparando Ie Il, obtemosa +a=B+ae, portanto: 
a = p. Portanto, os ângulos à e À, opostos pelo vértice, são 
congruentes. 


Paralelas com transversais 


Dadas duas retas paralelas, chama-se reta transversal qual- 
quer reta que intercepte ambas as paralelas. Essa transver- 
sal determina, na intersecção com uma das paralelas, quatro 
ângulos e, na intersecção com a outra paralela, mais quatro 
ângulos. 


transversal 


o> : 


fig. A 





q: 


Na figura anterior, certos pares de ângulos recebem no- 
mes especiais. Acompanhe: 

* ângulos correspondentes: à e m, be à, Cep, deá 

* ângulos alternos internos: € e m, d e À 

* ângulos alternos externos: à e P, be à 

* ângulos colaterais internos: d e m, É e 

e ângulos colaterais externos: à e â, be P 


Agora vamos estabelecer as relações de “tamanhos” en- 
tre dois ângulos de um mesmo par. Para isso, temos o se- 
guinte teorema: 


Teorema fundamental do paralelismo de retas 

Duas retas paralelas, cortadas por uma reta transver- 
sal, determinam ângulos correspondentes congruentes, is- 
to é, de mesma medida. 





Na figura À temos: b = f, é = Pp, d = q. Guarde tam- 
bém as seguintes consequências do teorema anterior: 


Duas retas paralelas, cortadas por uma reta transver- 


sal, determinam ângulos alternos congruentes. 
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Duas retas paralelas, cortadas por uma transversal, de- 
terminam ângulos colaterais suplementares, isto é, suas 
medidas somam 180º. 








EXERCÍCIOS 


1. Na figura seguinte, calcule a medida do ângulo &. 





ris 





Solução 


Sabendo que as retas r e s são paralelas e que os ângulos de 
medidas 5a — 48º e 3a + 12º são correspondentes, então, 
pelo teorema fundamental do paralelismo de retas, concluí- 
mos que esses ângulos são congruentes. Logo: 5a — 48º = 


= 3a + 1200 24 = 60º a [ax 300 | 


Observe, agora, que os ângulos xe 5a — 48º são suplemen- 
tares, isto é: x + 5a — 48º = 180º. Como a = 30º, 


obtemos x + 150º — 48º = 180º e, portanto, | x = 78º | 


2. Determine a medida do ângulo %, na figura seguinte. 





POLÍGONOS 


Para entender o que é um polígono use a imaginação, um 
pedaço de papel e uma tesoura. Imagine um plano como um 


Solução 


Às retas a e b são paralelas e os ângulos de medidas 3y + 
+ 15º e 2y — 5º são colaterais internos. Esses dois ângulos 
são, então, suplementares, ou seja: 3y + 15º + 2y — 5º = 
= 180º, o que nos dá 5y = 170º ey = 34º. 

Agora, analisando as paralelas r e s com a transversal a, ob- 
servamos que x e 3y + 15º somam 180º, pois são também 
colaterais internos. Assim: x + 3y + 15º = 180º e, como 
y = 34º, obtemos x + 102º + 15º = 180º, finalmente, 
x = 63º. 


3. Determine a medida do ângulo %, na figura seguinte: 


r 


x 


Solução 


r 


140º 


60º 
e s 
Pelo vértice do ângulo X, traçamos uma reta t, auxiliar, pa- 
ralela a r (e, portanto, também a s), dividindo o ângulo X 
em duas partes y e 2 (não tire conclusões apressadas: as par- 
tes y e z não são necessariamente iguais). 
Agora, olhe só para as retas paralelas r e t: os ângulos de 
140º e y são colaterais internos. Logo: 


Observando as paralelas t e s, vemos que os ângulos 2 e 60º 
são alternos internos. Logo: z = 60º. Como x = y + z, 


obtemos | x = 40º + 60º = 100º 


pedaço de papel bem esticado e, com uma tesoura, recorte 
pedaços dele; obtemos, assim, uma série de figuras geomé- 
tricas: 


GA 
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Nas figuras B, C e D, o contorno é formado exclusiva- 
mente por segmentos; nas figuras À e E, o contorno tem par- 
tes curvas. 


Chamaremos de polígonos as regiões do plano cujos 


contornos são formados apenas por segmentos. 





Dessa forma, as figuras B, C e D são polígonos, enquan- 
to À ec E não. 
Observe agora a figura, seguinte: 


Essa figura é um polígono? 
Não! Ela é construída por dois 
polígonos: um de 5 lados e ou- 
tro de 3. Experimente recortar 
essa figura com uma tesoura; 
você não vai conseguir, pois 
ela se “desmonta” em duas que são justamente os dois polí- 
gonos citados antes. 

Em todos os polígonos temos os seguintes elementos 
(acompanhe na figura seguinte, que serve como exemplo): 


"RE 
/ à 
B 
Cc D 

' Lados São os segmentos que formam o contorno: AB, 
BC, CD etc. 

Vértices São os pontos comuns a dois lados consecuti- 
vos: À, B, €, D etc. 

Diagonais São os segmentos que unem dois vértices não 
consecutivos: AE, AD, BF, CE etc. 


Os polígonos recebem nomes de acordo com o número 
de seus lados. Os mais importantes são: 


3 lados triângulo 9 lados eneágono 

4 lados quadrilátero 10 lados decágono 

5 lados pentágono 11 lados undecágono 

6 lados hexágono 12 lados dodecágono 

7 lados heptágono 15 lados pentadecágono 
8 lados octógono 20 lados icoságono 


Esses nomes são válidos, tanto para polígonos convexos 
como para côncavos. Um polígono é convexo quando dois 
quaisquer de seus pontos determinam um segmento total- 
mente contido no próprio polígono; caso contrário, o polí- 
gono é côncavo. Na figura seguinte, temos um pentágono 
convexo e um côncavo. 





Soma dos ângulos internos 
de um poligono 


Triângulos Comecemos pelo polígono mais simples, o 
triângulo. 





Teorema angular de Tales 


A soma dos ângulos internos de um triângulo qual- 
quer vale 180º. 





À ARuaa é simples. Acompanhe. 





“ 
B | ec B PE TES 

Seja o triângulo ABC, cujos ângulos internos chamamos, 
na figura anterior, deà, Ê ey. Traçamos, pelo ponto À, uma 
paralela ao lado BC; assim, adjacentes do ângulo &, aparecem 
os ângulos % e $. Dessa forma, no ponto À temos: X + à 
+ $ = 180º. Como os ângulos £ eb, f ey são alternos inter- 
nos, concluímos que * = B e $ = y. Pronto! Substituindo 
as duas últimas igualdades na soma & + à + 4 = 180º obte- 
mos: à + B + y = 180º. 

Agora vamos ver o que acontece com a soma dos ângulos 
internos de um polígono com mais de três lados. Para isso, 
vamos examinar alguns casos particulares. 

Por exemplo, um quadrilátero, que tem 4 ângulos inter- 
nos, pode ser decomposto em dois triângulos, traçando-se 
uma de suas diagonais: 


A 


D A O 
fe E 
o A e B c 


Como em cada triângulo a soma dos ângulos internos 
é 180º, concluímos que no quadrilátero a soma dos quatro 
ângulos internos é 2x 180º, isto é, 360º. Portanto: a+b 
+ €C+d= 360º. 

Analisemos, agora, um pentágono. Ele tem 5 ângulos in- 
ternos e pode ser dividido em 3 triângulos através de duas 
diagonais traçadas a partir de um mesmo vértice: 

A E A 


Novamente, em cada triângulo, a soma dos ângulos in- 
ternos é 180º e, como temos três triângulos, a soma dos ân- 
gulos internos do pentágono é 3x 180º = 540º. Portanto: 
ãa+b+êe+d+:=õs540º. 

Aplicando este raciocínio para os polígonos de 6, 7, 8; 
9, ... lados, você Ea que eles ficam divididos respec- 
tivamente em 4, 5, 6, 7, ... triângulos. 


Repare: 4 lados no polígono dão 2 triângulos 


5 » ” ” ” 3 
6 ” ” » 2 4 ” 
7 ” » » 9 5 ” 


Conclusão: o número de triângulos em que um polígono 
fica dividido ao traçarmos suas diagonais por um mesmo vér- 
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tice é igual ao número de lados do polígono menos dois: um 3. Na figura ao lado, calcule 

polígono com n lados (n € IN, n > 3) fica dividido em a soma x, + X + X + Xu xa 

n — 2 triângulos. Como a soma dos ângulos internos em E 
cada um desses triângulos é 180º, podemos afirmar que: X1 


A soma dos ângulos internos de um polígono com n 





lados é igual a (n — 2) - 180º. 


Chamando de S, a soma dos ângulos internos do polígo- a xa 


no, temos a fórmula 


Solução 
S, = (n — 2) * 180º seno fia di ut mca «À 


tero, podemos afirmar que a x| . 
soma dos 4 ângulos internos é 
S, = (4 — 2) * 180º = 360º. 


Ito sienifi 
EXERCICIOS sto signiiica que 


ly + l; = l) “+ ls = 360º 
1. Determine a soma dos ângulos internos do polígono da X2 Ei 
figura seguinte: . R 
Porém, temos: 


X: + ly di 180º X1 a 180º = ly 
X, + la = 180º Pr E = 180º — l2 
X3 j l; E 180º X3 a 180º = ls 
xs + à, = 180º x = 180º — 1, 


Somando as quatro últimas igualdades, vem: 
x+X+x,) +x4=4X 180º —(Lt+titist+l) 

e 7? 
X1tX2+x9+24,=720º — 360º = 360º 


Portanto a soma pedida vale 360º. 
O polígono tem 8 lados; portanto, a soma dos seus 8 ângulos Agora, atenção! Os ângulos X,; X2, Xs € X« do problema ante- 
rior são os ângulos externos do quadrilátero; e tem mais: o 


internos é: S, = (8 — 2): 180º =| S, = 1080º |. fato da soma desses ângulos externos ser 360º não é, em ab- 


soluto, característica do quadrilátero; é regra geral, ou seja: 


Solução 


Repare que a fórmula obtida na teoria pode ser usada tam- 


bém para polígonos côncavos como esse, pois ele pode ser A soma dos ângulos externos (um em cada vértice) de 
dividido em 6 triângulos, conforme a figura seguinte: um polígono convexo é 360º. 





Polígonos regulares 


Um polígono é regular quando todos seus lados têm o 
mesmo “tamanho” e todos seus ângulos internos são iguais. 





Exemplos 
quadrado retângulo losango 
2 é : + 
* Calcule a medida do ângu- A 
lo % da figura: — E 
o 
Como a figura é um pentágo- S 
no, a soma de seus 5 ân- 
gulos internos é S, = + + | p 
(5 — 2) *: 180º = 540º. lados iguais lados diferentes lados iguais > 
Portanto: angs. iguais ângs. iguais ângs. diferentes s 
x + 90º + 140º + 90º + Y Bd +v - 
+ 120º = 540º, obtendo-se: reguiar id ar rreguior a. 
Os polígonos regulares têm duas propriedades impor- Es 
tantes: 29 
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SS 


Nas figuras B, C e D, o contorno é formado exclusiva- lar de Tales 
mente por segmentos; nas figuras À e E, o contorno tem par- Teorema angu 


tes curvas. 


A soma dos ângulos internos de um triângulo qual- 
quer vale 180º. 








Chamaremos de polígonos as regiões do plano cujos 


rnos são formados apenas por segmentos. nua 
RARAS Sp gi à A demonstração é simples. Acompanhe. 


A A 
Dessa forma, as figuras B, C e D são polígonos, enquan- 
to À e E não. = 
Observe agora a figura, seguinte: 





Essa figura é um polígono? , B dA s€ Bd E 
Não! Ela é construída por dois Á Seja o triângulo ABC, cujos ângulos internos chamamos, 
polígonos: um de 5 lados e ou- na figura anterior, de à, ) ey. Traçamos, pelo ponto A, uma 
tro de 3. Experimente recortar Á paralela ao lado BC; assim, adjacentes do ângulo à, aparecem 
essa figura com uma tesoura; os ângulos % e f. Dessa forma, no ponto À temos: £ + à 
ame j + y = 180º. Como os ângulos £ cf, $ ey são alternos inter- 
ela se “desmonta em duas que são justamente os dois polí- nos, concluímos que % = Pe $ = y. Pronto! Substituindo 
gonos citados antes. as duas últimas igualdades na soma X + à + 4 = 180º obte- 

Em todos os polígonos temos os seguintes elementos most + À + y = 180º. . 

(acompanhe na figura seguinte, que serve como exemplo); Agora vamos ver o que acontece com a soma dos ângulos 


internos de um polígono com mais de três lados. Para isso, 


F 
A e, 
vamos examinar alguns casos particulares. 
Por exemplo, um quadrilátero, que tem 4 ângulos inter- 
- o E nos, pode ser decomposto em dois triângulos, traçando-se 
B uma de suas diagonais: 
A O 
A NO 
o D 
Lados São os segmentos que formam o contorno: AB, ' 
c 8 Cc 


BC, CD etc. 
Vértices São os pontos comuns a dois lados consecuti- 








vos: À, B, €, D etc. Como em cada triângulo a soma dos ângulos internos 
Diagonais São os segmentos que unem dois vértices não é 180º, concluímos que no quadrilátero a soma dos quatro 
consecutivos: AE, AD, BF, CE etc. ângulos internos é 2x 180º, isto é, 360º. Portanto: à + b 
Os polígonos recebem nomes de acordo com o número +2+d=a360º. 
de seus lados. Os mais importantes são: Analisemos, agora, um pentágono. Ele tem 5 ângulos 1n- 
3 lados triângulo 9 lados eneágono ternos e pode ser dividido em 3 triângulos através de duas 
4 lados quadrilátero 10 lados decágono diagonais traçadas a partir de um mesmo vértice: 


5 lados pentágono 11 lados undecágono 

6 lados hexágono 12 lados dodecágono 

7 lados heptágono 15 lados pentadecágono 
8 lados octógono 20 lados icoságono 


Esses nomes são válidos, tanto para polígonos convexos 
como para côncavos. Um polígono é convexo quando dois 
quaisquer de seus pontos determinam um segmento total- 
mente contido no próprio polígono; caso contrário, o polí- C Ce 
gono é côncavo. Na figura seguinte, temos um pentágono Novamente, em cada triângulo, a soma dos ângulos in- 
convexo e um côncavo. ternos é 180º e, como temos três triângulos, a soma dos ân- 

s gulos internos do pentágono é 3x 180º = 540º. Portanto: 


Ad. a+b+ê+d+-ê = 540º, 


Aplicando este raciocínio para os polígonos de 6, 7, 8, 








9, lados, você perceberá que eles ficam divididos respec- 
tivamente em 4, 5, 6, 7, ... triângulos. 

o 

S Repare: 4 lados no polígono dão 2 triângulos 

o Soma dos ângulos internos a r  d 

S de um polígono 70» » , , ; , 

Triângulos Co Is si ' - 
28 triângul di mecemos pelo polígono mais simples, o Conclusão: o número de triângulos em que um polígono 


fica dividido ao traçarmos suas diagonais por um mesmo vér- 
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tice é igual ao número de lados do polígono menos dois: um 
polígono com n lados (n € IN, n > 3) fica dividido em 
n — 2 triângulos. Como a soma dos ângulos internos em 
cada um desses triângulos é 180º, podemos afirmar que: 


A soma dos ângulos internos de um polígono com n 


lados é igual a (n — 2) * 180º. 





Chamando de S, a soma dos ângulos internos do polígo- 
no, temos a fórmula 


S =(n — 2): 180º 


EXERCÍCIOS 


1. Determine a soma dos ângulos internos do polígono da 
figura seguinte: É 


Solução 
(0) polígono tem 8 lados; portanto, a soma dos seus 8 ângulos 


internos é: S, = (8 — 2): 180º =| S, = 1080º |. 


Repare que a fórmula obtida na teoria pode ser usada tam- 
bém para polígonos côncavos como esse, pois ele pode ser 
dividido em 6 triângulos, conforme a figura seguinte: 


2. Calcule a medida do ângu- 
lo £ da figura: 


Solução 


Como a figura é um pentágo- 
no, a soma de seus 5 ân- 
gulos internos é S, = 
(5 - 2)- 180º = 540º. 
Portanto: 

x + 90º + 140º + 90º + 
+ 120º = 540º, obtendo-se: 








3. Na figura ao lado, calcule 
a soma x, + XxX; + X + Xu. 


Solução 

Como a figura é um quadrilá- 
tero, podemos afirmar que a 
soma dos 4 ângulos internos é 
S, = (4 — 2) * 180º = 360º. 
Isto significa que: 





h+ih+i+i = 360º 


a : 
e 


Porém, temos: 


x + ij = 180º x = 180º — i, 
x + à = 180º x = 180º — i, 
x +ij= 180º É x, = 180º — is 
x + à = 180º x = 180º — is 


Somando as quatro últimas igualdades, vem: 
X1 +x+tx,+tx=4x 180º - (1, +h+tbh+L) 
360º 


Portanto a soma pedida vale 360º. 

Agora, atenção! Os ângulos x, X2, X; e x, do problema ante- 
rior são os ângulos externos do quadrilátero; e tem mais: o 
fato da soma desses ângulos externos ser 360º não é, em ab- 
soluto, característica do quadrilátero; é regra geral, ou seja: 


A soma dos ângulos externos (um em cada vértice) de 
um polígono convexo é 360º. 


Polígonos regulares 


%+X+tx,)+x,=720º — = 360º 





Um polígono é regular quando todos seus lados têm o 
mesmo “tamanho” e todos seus ângulos internos são iguais. 


Exemplos 
quadrado retângulo E 
(o 
[| || 
[ [= 70º 
V 
+ + o] 
lados iguais lados diferentes lados iguais E. 
ângs. iguais ângs. iguais ângs. diferentes TA 
+ pe 
regular irregular irregular Ed 
Os polígonos regulares têm duas propriedades impor- pe 
tantes: 29 
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e podemos calcular a medida a, de cada um de seus ângu- 
los internos. Calculamos a soma S, de todos eles e a dividi- 
mos pelo número de lados: 


(n — 2) - 180º 
n 


ou a, = 





e todo polígono regular é inscritível numa circunferência, 
isto é, sempre é possível desenhar uma circunferência que 
passe por todos os vértices do polígono. 


EXERCÍCIOS 


1. Determine a medida do ângulo interno do hexágono 
regular. 





Solução 
Calculamos inicialmente a so- 
ma dos ângulos internos: 


[= és = 31808, 
=6 


> S,=(6 — 2) - 180º=720º 


Como o hexágono é regular, 
todos os seus 6 ângulos inter- 


120º 120º 








nos são iguais. Logo: a, = ra = = 120º. 


TRIÂNGULOS 


Introdução: 


Vamos estudar agora o polígono mais simples: o triângu- 
lo. É importante que você conheça bem as propriedades dos 
triângulos, pois todos os polígonos podem ser decompostos 
em triângulos; por exemplo, o pentágono da figura abaixo 
pode ser decomposto em três triângulos. 






— —— 


2. Qual é o polígono regular cujo ângulo interno mede 144º) 
Solução 
Como o polígono é regular, usamos a fórmula do ângulo 


interno: a, = Si = An — 2): 180º ; 
n n 


Substituindo a, por 144º, obtemos 144º = (? — 2) - 180º 


n 
Resolvendo a equação, vem - Portanto, o polígono 


é um decágono regular. 


3. Calcule a medida do ângulo formado pelas mediatrizes 
de dois lados consecutivos de um octógono regular (lembre- 
se: mediatriz é a reta perpendicular ao lado, passando pelo 
ponto médio deste). 


Solução 


No octógono a seguir, as retas r e s são mediatrizes de dois 
lados consecutivos: 


Ea 
gi 
- «4 
as (0) 


Percebemos que se forma um quadrilátero cujos quatro ân- 
gulos internos são: dois ângulos retos, o ângulo procurado 
% e um ângulo interno do octógono. 


O ângulo interno do octógono vale a, = “dm é 160. 1350, 


Já no quadrilátero, temos: x + 90º + a; + 90º = 360º, ou, 
x + 90º + 135º + 90º = 360º, vindo, então, | x = 45º |. 


Propriedades angulares 
dos triângulos 


Soma dos ângulos internos Já vimos, ao estudar os po- 
lígonos, que a soma das medidas dos três ângulos internos 
de um triângulo é sempre igual a 180º. 


£> 


(8) , 


= Q + f+Y- 180º 


A) VU ma 


Soma dos ângulos externos: também já sabemos que a so- 
ma das medidas dos três ângulos externos de um triângulo 
(um em cada vértice) é sempre igual a 360º. 


cf 


b .> 2 + Db + E = 360º 


o) 
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Teorema do ângulo externo 


Cada ângulo externo é igual à soma dos dois ângulos 
internos não adjacentes. 








Essa última propriedade é muito fácil de ser compreen- 
dida. Basta lembrar que o ângulo interno adjacente ao ângu- 


lo externo à vale 180º —à. 


(B) 


o o OEM 


Como a soma das medidas dos três ângulos internos do 
triângulo é 180º, obtemos à + À) + (180º — à) = 180º ou 


à +Pp - à=0Oce,portanto:| à =àU + |. 


EXERCÍCIOS 


1. Num triângulo ABC, as medidas dos ângulos internos 
de vértices B e C são dadas por 2x + 10º e 4x — 40º. Se 
a medida do ângulo externo de vértice À é 5x, determine 
- cada ângulo interno desse triângulo. 


Solução 


Fazemos uma figura que represente os dados do problema: 





Temos, então, um ângulo externo de medida 5x e dois ân- 
gulos internos (não adjacentes ao externo) de medidas 4x — 
— 40º e 2x + 10º. Pelo teorema do ângulo externo, pode- 
mos escrever: 5x = (4x — 40º) + (2x + 10º) ou 5x = 


= 6x — 30º e, finalmente, [x=30º | 


Então, os ângulos internos do triângulo são: 
B=2x+ 10º=2-30º + 10º = 70º 

C=d4x-— 40º =4-30º — 40º = 80º 

A = 180º —- (B+C)= 180º - 70º — 80º = 30º 


2. Num triângulo ABC, o ângulo interno de vértice À me- 
de 80º. Calcule o ângulo determinado pelas bissetrizes dos 
ângulos internos de vértices Be C. 


Solução 





No triângulo ABC temos: À = 80º cÃ + B + C = 180º, 
o que nos dá: B + C = 100º. 

Observe agora o triângulo BIC; nele, temos: 

[o B + €C 
2 2 


= 180ºou x + 3 


1009 
2 


= 180º, vindo, finalmente, = 130º |, 


3. Num triângulo ABC, as bissetrizes dos ângulos externos 
de vértices Be C formam um ângulo de medida 40º. Calcu- 
le o ângulo interno de vértice À. 


x + + + = 180º e, como 


= 180ºou x + 50º = 





B + C = 100º, obtemos x + 


Solução 
Chamamos de à, b e & os ângulos externos e traçamos as bis- 
setrizes externas de vértices Be C, que se cruzam em E. 


A 7 
D Ai : / no 
PS 


O t 
1 





/ 
No triângulo BCE, podemos escrever: 


+ +40º=180º>b+c+ 


b 
2 
b + é = 280º 


80º = 360º =» 


Agora, no triângulo ABC, os três ângulos externos à, b 
e é somam 360º, isto é,ã + b + € = 360º e, como b+ê= 
= 280º, obtemos à = 80º. Como À + à = 180º, obtemos 


À = 180º - à = I80º - 80º =| À = 100º |. 


Elementos lineares dos triângulos 


Mediana É o segmento A AM,, BM,, CM;: medianas 
que Une um vértice ao ponto G = baricentro 
médio do lado oposto. Às três 
medianas de qualquer triângu- 
lo passam por um mesmo pon- 
to, chamado baricentro do 
triângulo. 8 “ Cc 
Mi 

Altura E o segmento que une um vértice ao lado oposto 

(ou ao prolongamento deste), sendo perpendicular ao mes- 





E TRIÂNGULOS 


(6% 
pa 
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Rô E TRIÂNGULOS 


A 
e 












mo. Às três alturas de qualquer triângulo passam por um 
mesmo ponto, chamado ortocentro do triângulo. 





A 
N Es 
Hs e e 
: AH,, BH,, CH,: alturas 
O O = ortocentro 
Be o- CG 
Hj 


Bissetriz interna É o segmento, contido no triângulo, 
AS,. B5,. TS,; bissetrizes QUE divide o ângulo interno 
| = incentro em dois ângulos iguais. Às três 
S, bissetrizes internas de qual- 
quer triângulo passam por um 

mesmo ponto, chamado incen- 

| tro do triângulo. O incentro é 
el o centro da circunferência ins- 
crita no triângulo, isto é, da 
circunferência que tangencia 


circunferência os três lados do triângulo. 


inscrita 


ec 


Mediatriz É a reta perpendicular ao lado, passando pe- 
lo ponto médio do mesmo. Às três mediatrizes de qualquer 
triângulo passam por um mesmo ponto, chamado circuncen- 
tro do triângulo. O circuncentro é o centro da circunferên- 
cia circunscrita ao triângulo, isto é, da circunferência que 
passa pelos três vértices do triângulo. 





m, 
Ma Ma Ms: mediatrizes 
E = circuncentro 


circunferênci 
circunscrita 


Classificação e propriedades 
dos triângulos 


Triângulo acutângulo 
Todos os seus ângulos internos 
são agudos. Por exemplo, O 
triângulo ao lado: 


Triângulo obtusângulo 
Um ângulo interno é obtuso (e 
os outros dois são agudos). 


Triângulo retângulo Um 
E » ângulo interno é reto (e os ou- 

“o "9, - a 
É o tros dois são agudos). Os lados 
" que determinam o ângulo re- 
« to chamam-se catetos do triân- 
gulo e o lado oposto ao ângu- 
lo reto chama-se hipotenusa. 


hipotenusa 


Guarde as seguintes propriedades: 


e Todo triângulo retângulo pode ser inscrito numa se- 
micircunferência, cujo diâmetro é igual à hipotenusa do 
triângulo. 














e A mediana relativa à hipotenusa tem por medida a 
metade da medida da hipotenusa. Essa mediana divide 
o triângulo em dois triângulos isósceles. 


Triângulo isósceles Tem dois lados iguais. O terceiro 
lado chama-se base. 


A 
o 


ô & 
e 


base 


Be 


Para todo triângulo isósceles valem as seguintes pro- 
priedades: 









e Os dois ângulos adjacentes à base são iguais. | 
e A mediana traçada em relação à base é também al- 


tura é bissetriz interna. 


B 





Triângulo eqiuilátero 
Tem os três lados iguais e tam 60º 
bém os três ângulos iguais, me- 
dindo 60º cada um. 


Para todo triângulo egjuilá- 
tero, valem as seguintes pro- 
priedades: 










ção a qualquer um dos 


e A mediana traçada em rela 
ltura. 


lados é também bissetriz interna e à 
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e O baricentro G é também incentro e circuncentro, 
isto é, os centros das circunferências inscrita e circuns- 


crita coincidem. 








e O raio R da circunferência circunscrita é o dobro 
do raio r da circunferência inscrita. 


EXERCÍCIOS 


1. Num triângulo ABC, os ângulos internos de vértices B 
e C medem, respectivamente, 70º e 30º. Calcule o ângulo 
agudo determinado pela bissetriz interna de vértice À e a bis- 
setriz externa de vértice C. 





Solução 


Sabendo que B Gde id É = 30º, concluímos que À = 80º, 
pois À + B + C = 180º. Se o ângulo interno C mede 30º, 
então o ângulo externo de vértice C mede 150º. 
Fazemos agora a figura, dese- 
nhando as bissetrizes às quais 
se refere o problema (as bisse- 
trizes interceptam-se em E). 
Para obter o ângulo %, basta 
observar que ele é interno ao 
triângulo EAC. Como os ân- 
gulos internos desse triângulo 
somam 180º (como sempre), 
escrevemos: 

x + 40º + (30º + 75º) = 
= 180º 


2. Num triângulo ABC, os ângulos internos, À, Be C me- 
dem, respectivamente, 80º, 60º e 40º. Calcule o ângulo for- 
mado pela bissetriz interna de vértice B e a altura relativa 


ao lado BC. 
Solução 


No triângulo BHK, temos: 
30º + 90º + x = 180º, As 


obtendo- se [x= 60º] 








3. Os ângulos internos À, B e É, de um triângulo ABC, me- 
dem, respectivamente, 110º, 40º e 30º. Calcule o ângulo 
formado pela altura relativa ao lado BC e a bissetriz interna 
de À. 


Solução 


Traçando a bissetriz interna AS, do ângulo À, dividimos o 
ângulo de 110º em dois de 55º. 


40º 30º 
Be eC 


Traçamos agora a altura AH, relativa ao lado BC, dividindo 
o ângulo BAS de 55º em dois outros: x e y. 

Como a altura AH é perpendicular ao lado BC, ela for- 
ma com este um ângulo de 90º. Portanto, no triângulo 
AHB, temos y + 90º + 40º = 180º, de onde obteremos 


y = 50º 


Por outro lado, no vértice À do 
triângulo ABC, o ângulo todo 
mede 110º, ouseja, y + x + 
+ 55º = 110º. Substituindo 
y = 50º na soma anterior, vem x=5º 


4. Na figura temos um qua- A D 
drado ABCD e um triângulo V 

equilátero BCM. Determine a 

medida do ângulo X. 


Solução B C 


Se o triângulo é equilátero, 
seus ângulos medem 60º e, co- 
mo ABCD é um quadrado, 
seus ângulos são retos. Con- 
cluímos, então, que o ângulo 
ABM mede 30º: 

Vamos mostrar agora que os 
ângulos X e y são iguais. Para 
isso, repare que: 


a) se ABCD é quadrado, seus lados são iguais, e portan- 
to, AB = BC. 

b) se BCM é equilátero, seus lados também são iguais 
e, portanto BM = BC. 

c) Como AB = BCe BM = BC, concluímos que AB = 
= BM, ou seja, o triângulo ABM é isósceles, pois tem dois 
lados 1 iguais. Logo, os ângulos da base AM também são iguais, 
isto é, RX =? 
Finalmente, a soma dos ângulos internos do triângulo ABM 


nos dá: x + x + 30º = 180º, vindo: 


= 75º 
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QUADRILÁTEROS 


Estudando os polígonos, vimos que a soma dos ângulos 
internos de um polígono com n lados (n E N,n 2 3)é 
S; = (n — 2) - 180º. Como os quadriláteros têm 4 lados 
(n = 4), concluímos a primeira propriedade importante des- 
se grupo de polígonos: 


A soma dos ângulos internos de qualquer quadriláte- 


ro é 360º. 





ãà+6bB+ê+ àd = 360º 





Vamos estudar dois grandes grupos de quadriláteros: os 
paralelogramos e os trapézios. 


Paralelogramos 


Paralelogramo é todo quadrilátero que tem dois pa- 
res de lados opostos paralelos. 





D Todo paralelogramo possui 
as seguintes propriedades im- 
portantes: 

e lados opostos iguais 

==  * ângulos opostos iguais 
* ângulos consecutivos su- 

plementares 








e as diagonais interceptam- 
se mutuamente no ponto mé- 
| dio, isto é, o ponto M da figu- 
/ AM = MC ra divide cada diagonal em 

BM = Mp duas partes iguais. 






Vejamos agora três paralelogramos especiais: o retângu- 
lo, o losango e o quadrado; repare que estes três quadriláte- 
ros são paralelogramos, o que implica a validade das quatro 
propriedades vistas anteriormente, para cada um deles. 


Retângulo É o paralelogramo que tem quatro ângulos retos, 


Bm = € 


A E 5 D 


Losango É o paralelogramo que tem os quatro lados iguais. 
B 


D 


Num losango, ocorrem duas propriedades importantes: 

e as diagonais são perpendiculares e 

e as diagonais são bissetrizes dos ângulos internos do 
losango. 


diags. perpend. 
e 
diag. = bissetriz 





Quadrado É o paralelogramo FÉ 
que tem quatro ângulos retos 
e os quatro lados iguais. 







| lados 
iguais 


Veja bem: na definição de | 
quadrado entram as caracteris- 
ticas de retângulo (4 ângulos 
retos) e as de losango (4 lados 
iguais). Por isso, o quadrado é, 
ao mesmo tempo, um retângu- 
lo e um losango; também é por 
isso que valem, para o quadra- 
do, as propriedades do 
losango: 


diags. perpend. 


e 
diag. = bissetriz 


EXERCÍCIOS 


1. Calcular o ângulo formado pelas bissetrizes de dois ân- 
gulos consecutivos de um paralelogramo. 


Solução 


Seja ABCD o paralelogramo e à e À os ângulos internos de 
vértices A e B; as bissetrizes de à e f) determinam o triângu- 
lo ABM: 
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Como ABCD é um paralelogramo, seus ângulos conse- 


cutivos são suplementares, ou seja, a + B = 180º. H a G 
No triângulo ABM, temos: x + = + + = 180º >x+ - iicidd 
E 
o F 
+ OP go =x + 1 = 180º > x+90º = B 


= 180º => [x = 90º | Todo trapézio possui as seguintes propriedades: 


e Os ângulos adjacentes a 


2. Num losango, a diagonal menor mede 12 cm. Sabendo- um mesmo lado são suplemen- 


se que cada ângulo interno obtuso é o dobro do interno agu-  !2FSs, desde que esse lado não 
do, calcule o perímetro do losango. seja base do trapézio. 
Solução 

Seja ABCD o losango e sejam a e as medidas de seus ân- 
gulos internos agudo e obtuso, respectivamente: 


Como se trata de um quadri- 
látero, temosa + Bp+a+ 
+ B = 360º o que nos dá: 

a + B = 180º. Mas, pelo 
enunciado, ) = 2a. Forma- 
mos, então, o sistema 


[5 2 da” 107 medo [a = 6º Je = am 


Traçamos, agora, a diagonal menor do losango ABCD. Co- 
mo a diagonal de um losango é também bissetriz do ângulo 
interno, dividimos os ângulos B e D em dois de 60º cada um: 















e O segmento que une os pontos médios dos lados não 
paralelos é paralelo às bases do trapézio e tem compri- 
mento igual à semi-soma das bases. Esse segmento chama- 
se base média do trapézio. 








Existem dois tipos especiais de trapézios: o isósceles e o 


retângulo: 


Trapézio isósceles É 
aquele onde os lados não pa- 
ralelos são iguais. Consequen- 
temente, os ângulos adjacentes 
a uma mesma base são iguais. 





Repare que o trapézio isósceles pode ser decomposto em 
dois triângulos retângulos iguais e um retângulo: 


Db 
' | h = altura 
"? do trapézio 
A o | 


Trapézio retângulo É aquele que tem dois ângulos 
retos. 


Observe, agora, os dois triângulos formados. Eles são equi- : 
láteros, pois cada um tem três ângulos de 60º; se são egiiilá- h - h 
teros, seus lados são todos iguais, ou seja: BC = CD = 12 cm 


e AB = AD = 12cm. 


Portanto, o perímetro do losango é: p = 4X12cm = 
fia um) 


1. Num trapézio isósceles, as bissetrizes de dois ângulos 


TRAPEZIOS opostos encontram-se num ponto M, interno ao trapézio, de- 
terminando um ângulo de 150º. Calcule os ângulos inter- 


nos do trapézio. 

















Trapézios são os quadriláteros que têm apenas um par 
de lados opostos paralelos. Esses lados paralelos chamam- Solução 


se bases do trapézio. 
Seja ABCD o trapézio; como ele é isósceles, os ângulos ad- 
jacentes a uma mesma base são iguais, ou seja, A=B=Q 





(o PQUADRILÁTEROS 


01 
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e C=D= B. Traçamos as bissetrizes dos ângulos À e 
C e obtemos o quadrilátero AMCD: 





Observe que a + B = 180º, pois ABCD é trapézio. 
No quadrilátero AMCD, temos 3 +B+ É + 150º = 


= 360º, oua + 28 + B + 300º = 720º, dando: a + 
+ 3P = 420º. 


a + p= 180º 
a + 3B = 420º 


Portanto, os ângulos internos do trapézio medem 60º e 
120º. 


Temos, então, o sistema que, resolvido, 


2. Num triângulo ABC, equilátero de lado 12 cm, traça-se 
MN paralelo ao lado BC de modo que o triângulo ABC fi- 
que decomposto num trapézio e num novo triângulo. Cal- 


cule MN, sabendo que o perímetro do trapézio é igual ao 
do triângulo AMN. 


Solução 


Desenhamos o triângulo ABC, que, por ser egiilátero, tem 


ângulos de-60º. Traçamos MN // BC, sendo x a medida 
de MN: 





Por paralelismo, concluímos que à =B=60€ Ê = 


= C = 60º.Logo,o triângulo AMN é equilátero e, então, 
AM = AN = MN=x: 





Como AB = 12 cm e AM = x, segue-se que MB = 12 — 
— x; da mesma maneira, CN = 12 — x. | 

Agora, lembrando que o trapézio BMNC tem perímetro 
igual ao do triângulo AMN (isso é um dado do problema), 
podemos escrever: 


BM-+ MN + NC + CB = AM + MN+AN 5 12 -x+ 


3. (FUVEST) Em um trapézio isósceles, a altura é igual à 
base média. Determine o ângulo que a diagonal forma com 
a base. 


Solução 


No trapézio isósceles EFGH, de base menor HG = b, tra- 
çamos as alturas a partir dos pontos H e G; dividimos, as- 
sim, a base maior EF = B em três partes, sendo que a parte 
central é b, igual à base menor, e as laterais, que são iguais, 
chamaremos de x: 


H ob G Observe quex + b+ x = 
=B>o2Ix=B-bos 
= à apa RD 

2 
E a rn F 


Traçamos agora a diagonal EG e obtemos o triângulo EJG: 


H G G 

A MAM 

E A [e] F 4 o, 
| J ls 


age 


Demonstraremos que o ângulo a, formado pela diagonal 
EG com a base EF, é de 45º. Para isso, mostraremos que 
EJ e JG são iguais, isto é, que o triângulo EJG é retângulo 
isósceles. 

De fato, o ângulo j é reto, pois GJ = h é a altura do tra- 
pézio. Lembrando que o enunciado diz que a altura é igual 


B+b .yG. 
2 
Observando, agora, que EJ = EI + IJ, concluímos que 


” E, a" -B-b+2b  B+b. 
eztb==>+b=D>208. 3 





à base média do trapézio, escrevemos h = 





Logo, EJ = JG, pois ambos medem - > b . Então, o triân- 


gulo EJG é isósceles e retângulo, logo tem os ângulos da ba- 


se iguais a 45º, ou seja, [a =ase] 
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TANGÊNCIAS 


Reta e circunferência tangentes 


Uma reta é tangente a uma circunferência quando a 
reta e a circunferência têm apenas um ponto comum. 
A B 


T r 












r: reta tangente w 
w: circunferência r: reta secante 
eNnw=[T rNnw = [A; B)] 


Se a reta e a circunferência têm dois pontos comuns, 
dizemos que elas são secantes. 


Repare nas seguintes propriedades da tangência entre reta 
e circunferência: 
1º Propriedade r 


T 
Se uma reta é tangente a 

uma circunferência, então a re- 

ta é perpendicular ao raio da Fãs 

circunferência no ponto de > "ICT 

tangência. 


2º Propriedade 

À partir de um ponto fora de uma circunferência é possi- 
vel traçar duas retas tangentes à circunferência e os compri- 
mentos dos segmentos dessas tangentes são iguais. 





r Ti 


P =» PT, = PT; 


s To 


3º Propriedade 
Se uma circunferência é tangente a duas retas concorren- 


tes, então seu centro pertence à bissetriz do ângulo formado 
por essas duas retas. 





bissetriz 


s To 
EXERCÍCIOS 


1. No triângulo ABC da figura seguinte, circunscrito à cir- 
cunferência, calcule a medida x, sabendo que AB = 12 cm, 
BC = I4cme AC = 9cm. 





C 8 


Solução 
Utilizando a 2? propriedade, podemos afirmar que AM = 
= AP = x. Sendo AC = 9, concluímos que CM =9-— x, 
e, como AB = 12, resulta que BP = 12 — x. 

x À x 











| 9 - x N 14 12 -x | 
Ainda pela 2? propriedade, obtemos CM = CN = 9 — 
— xe BP = BN = 12 — x. 
Agora, BC = BN + NC e BC = 14 nos dão 12 — x + 


+ 9 — x = l4e, portanto, 


2. Mostre que em todo quadrilátero circunscrito a uma cir- 
cunferência a soma de dois lados opostos é igual à soma dos 
outros dois lados. 


Solução 

Seja ABCD o quadrilátero cir- 
cunscrito e M, N, Pe Q os 
quatro pontos de tangência: 
De acordo com a 2? proprie- 
dade, temos: AQ = AM =x, 
BM = BN = y, CN = CP = 
= ze DP = DQ=t. 
AB + CD=x+ty+z+t 
Abrs E+rtp+x 


=> | AB + CD = AD + BC 


Circunferências tangentes 





Portanto: 


Duas circunferências são tangentes quando possuem 


um único ponto comum. Elas podem ser tangentes exte- 
riores ou interiores. 








Propriedade 
Quando duas circunferências são tangentes, seus cen- 


tros € O ponto de tangência estão sempre alinhados (são 
os pontos C,, C,;e T na figura anterior). 







(o E TANGÊNCIAS 
ma) 
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EXERCÍCIO 





Duas circunferências são tangentes e seus raios medem 
8 cm e 5 cm. Calcule a distância entre os centros das cir- 


q 


cunferências. : 

. No primeiro caso, a distância d entre os centros C, e C, € 
Solução a soma dosraios:d =R, + R;=8+5=13cm.No se- 
As circunferências podem ser tangentes exteriores ou inte- gundo caso, é a diferença entre os raios: d = R, — R; = 
riores: =8-5=3cm. 


E” 
'b 
| N 
TEOREMA DE TALES | 
| 
| 
| € 
| Po 
Este teorema é, talvez, um dos mais imporantes da geo- Giticds 
metria; dele se deduzem, como consegiiências, outros teore- VIUÇÃO 
mas importantes; até mesmo a semelhança de triângulos e 7 14... 6 
“4. o ds . A id —— Tie r S 
o teorema de Pitágoras, que virão a seguir, estão fundamen- | Pelo teorema de Tales, escrevemos : y?" indo, ap 


tados no teorema de Tales. Vamos a ele. 

Consideremos um feixe de retas paralelas a, b, c e duas 
retas transversais t, € tz. Às paralelas cortam as transversais, 
formando os segmentos AB, BC e MN, NP: 


a simplificação, y = 2x. 
Por outro lado, o enunciado nos diz que MP = 30, ou seja: 
xy 30. 


Às equações 1 e II nos dão: e 


2. Na figura seguinte, determinar x. 





Os segmentos situados sobre as transversais, entre as mes- | 
mas paralelas, são chamados de segmentos correspondentes. | 
Assim, na figura anterior, os segmentos correspondentes são: B 
AB e MN, BC e NP, AC e MP. 

Tales enunciou, então, o seguinte: 





afblc 


Solução 


Como, pelo enunciado, as retas a, be c são paralelas, pode- 
mos aplicar o teorema de Tales para as transversais At 
e BPM: os segmentos correspondentes das transversais SãO 
proporcionais: 


AP PN IO (4 A = => = 6cm 
BP PM” 1 x 10x = 60 = [x = 6cm | 


(Como você percebeu, esse tipo de problema é bem simples; 
mas muito cuidado ao construir a proporção do teorema de 
Tales: observe que os segmentos de uma mesma transversal 
ficam todos nos numeradores ou todos nos denominadores 
das frações.) 









Um feixe de retas paralelas determina, sobre duas re- 
tas transversais, segmentos correspondentes que são pro- 
porcionais. 






Ou seja: 


EXERCÍCIO 


1. Determine x e y na figura seguinte, sabendo que a // 





3. Provar o teorema da bissetriz interna: “Em todo trian- 
gulo, a bissetriz de um ângulo interno divide o lado oposto 
a esse ângulo em segmentos proporcionais aos lados adja- 


x 
OO E TEOREMA DE TALES 


4 b / ce que MP = 30cm. 


centes ao ângulo” (ver figura seguinte). 
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Solução 


A demonstração depende de um “truque”; pelo vértice C 
do triângulo, traçamos a reta r, paralela à bissetriz BS, e mar- 
camos em r o ponto D, intersecção de r com o prolongamento 


de AB; 





Forma-se, assim, o triângulo BCD, com os ângulos % e $. 
Vamos provar que esse triângulo é isósceles. 

Repare que BS // CD e BC é transversal; logo, x = a, pois 
são alternos internos: 





SEMELHANÇA DE 


TRIÂNGULOS 





Suponhamos um triângulo ABC, como na figura seguinte: 
/ A 


3 cm 4 cm 


B 4 em C 
6 cm 
Suponhamos, agora, que foi tirada uma cópia reduzida do 
triângulo. Temos, então, uma cópia como a seguinte: 

Evidentemente, a cópia não 
é igual ao original, pois é me- M 
nor; ela “parece” com o origi- Ei dia 
nal, tem o mesmo “jeito” do nas 
original. Em geometria, dize- N D 3 Eis P 
mos que a cópia é semelhante Em 
ao original. 

Como é uma cópia reduzida, todas as dimensões do triân- 
gulo ficaram menores (repare que cada lado ficou duas ve- 
zes menor). Será que todos os elementos do triângulo fica- 
ram menores? Não! Seus ângulos não podem diminuir. Ve- 
ja por que: no triângulo ABC, temos a + b + c = 1809; 
se tudo diminuísse no triângulo MNP, a soma de seus ân- 





Da mesma forma, temos y = a, pois AD é transversal de 


BS e CD: 





Como £ = âeY = à,a conclusão é que X = fe, então, 
o triângulo BCD é isósceles. Logo: BC = BD. 

Agora, trace também pelo vértice Aa retas /r e, portanto, 
paralela a BS. Repare como entra aqui o teorema de Tales: 


sm 


Temos um feixe de retas paralelas s // t / r, com as trans- 


= .. AS SC ” 
versais AC e AD. Então: AB — BD º como BC = BD, 


AS Bb ÇA 4 SS 
resulta AB BC ou AB CB” 


gulos internos também diminuiria, o que é absurdo, pois em 
qualquer triângulo essa soma é 180º. 

Conclusão: em dois triângulos semelhantes, os ângulos 
correspondentes são iguais, mas os lados mudam de tama- 
nho: ou todos diminuem, ou todos aumentam, mas, cuida- 
do, sempre proporcionalmente. 

Levando tudo isso em conta, colocamos a seguinte de- 
finição: 


Dois triângulos são semelhantes se um deles tem dois 


ângulos respectivamente iguais a dois ângulos do outro 
triângulo. 





Para indicar que um triângulo ABC é semelhante a um 
triângulo MNP, usamos a notação AABC — AMNP. 
A definição dada pode ser visualizada na figura seguinte: 


p= 
> M 
s 
“q 
BA C 
AsM-a 


ate ) =» SABC — AMNP 
B-N-B 

Pergunta: os dois ângulos que “sobraram”, na figura an- 
terior, são também iguais? À resposta é sim, pois em ambos 
os triângulos a soma dos três ângulos é 180º. 

Agora, você já sabe reconhecer quando dois triângulos 
são semelhantes: comparando seus ângulos. 
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(q 
(o 





+ 
O E sEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS 











Guarde, agora, o seguinte: A 
M 
Se dois triângulos são semelhantes, então os lados de o 
um deles são respectivamente proporcionais aos corres- 
pondentes lados do outro. B CN ' 


Por serem semelhantes, seus ângulos correspondentes são 
iguais, o que implica C = P = a. Além disso, seus lados 
correspondentes são proporcionais, ou seja: 


“Tracemos agora as alturas h, e h,, relativas aos lados BC 
e NP, respectivamente: 





AB BC AC 


AABC — AMNP AN =NP “MP - k A M 
O número k, que representa o valor de qualquer uma das 
frações da proporção, chama-se razão de semelhança. ha m / | E 
B AD Ee C N y O p 
EXERCÍCIO H J 
Calcular as medidas x e y na figura seguinte: Formam-se assim os triângulos AHC e MJP, que tam- 


bém são semelhantes, pois ambos possuem um ângulo reto 
(H = ] = 90º) e ambos possuem um ângulo a (C = P = 
a); logo, seus lados correspondentes são proporcionais: 


AH AC HC 





AC 
Lembrando que MP 





<N 
12 10 
y 9 

q 

x AN = k, da proporção anterior, e que 

15 

Solução 
AH = h, e MJ = hy, resulta, finalmente: 
Como ambos os triângulos possuem um ângulo a e um ân- 
gulo f;, podemos garantir que eles são semelhantes. Seus la- 





dos correspondentes são, então, proporcionais, ou seja: Por um procedimento análogo, este resultado pode ser 
generalizado para outros elementos do triângulo. 
prlegejeledejiito. Temos então: 












Se dois triângulos são semelhantes, com razão de se- 
melhança igual a k, então: 
e lados correspondentes são proporcionais (com razão k) 
e alturas correspondentes são proporcionais (com ra- 
zão k); 
* bissetrizes correspondentes são proporcionais (com 
razão k); 
* medianas correspondentes são proporcionais (com 
razão k); 


* perímetros são proporcionais (com razão k); 











OBSERVAÇÃO Lados correspondentes são os lados 
opostos ao mesmo ângulo. 

Assim: 

lados opostos ao ângulo q: 12 e y 

lados opostos ao ângulo B: 10 e 15 

lados opostos ao ângulo sem nome: x e 9 


Resumindo: se dois triângulos são semelhantes, então 


quaisquer dois segmentos correspondentes são proporcionais 
a dois lados correspondentes. 


Propriedades 


1º Propriedade 
Se dois triângulos são semelhantes, com razão de se- 











OBSERVAÇÃO Se dois triângulos são semelhantes, com 


melhança igual a k, então a razão entre as alturas corres- razão de semelhança k, então a razão entre suas áreas é Ie. 


pondentes também é k. 









2º Propriedade 


Em todo triângulo, um segmento paralelo a um dos 


lados € Que intercepta os outros dois determina um novo 


Veja por que, a seguir. triângulo semelhante ao primeiro 


Sejam ABC e MNP dois triângulos semelhantes: 






Scanned by CamsScanner 





"Seja ABC triângulo e MN o segmento paralelo ao lado 
BC: 


A 


M N 


Como MN é paralelo a BC, temos M = Be N = €, pois 
são ângulos correspondentes. Portanto, os triângulos AMN 
e ABC são semelhantes, o que implica: 


—- MN J 


3º? Propriedade 


Em todo triângulo, o segmento que une os pontos mé- 
dios de dois lados é paralelo ao terceiro lado e igual à sua 
metade. 









>| D 
2] z| 


Vamos admitir que MN “é paralelo a BC. Vejamos então 
por que MN é a metade de BC. Sendo MN / BC, concluí- 





sI .. AM MN AN 

mos que AAMN — À ABC, então: “AB * BC” AC 

Como AM = + AB, pois M é ponto médio de AB, 
temos: 


EXERCÍCIOS 


1. Dado o trapézio ABCD, de bases 20 cm e 8 cm e altura 
15 cm, calcular a altura do triângulo limitado pela base me- 
nor e o prolongamento dos lados não paralelos. 


Solução 


Desenhamos o trapézio ABCD e o triângulo VCD, determi- 
nado pelos prolongamentos dos lados não paralelos: 


D Cc 
———— == à 
8 | 
15 
20 e] 





VA Repare que AVDC -— 
E | AVAB, poisD = AcC=B 
É So a 

/ N ' 

go, alturas e lados correspon- 
DN VaR dentes .são proporcionais: 

15 altura de VAB 
base de VDC 
É 20 8 HE a 
RE e 
h + 15 20 
2. Num triângulo ABC, temos BC = 16 cm. Divide-se o 
meiro desses pontos, contado a partir de B. 
Seja N um ponto de AC de modo que MN // BC. Calcule 


(ângulos correspondentes). Lo- 
8 altura de VDC 
base de VAB 
> 20h = 8h + 120 > 12h = 
lado AB em 4 partes iguais, usando 3 pontos; seja M o pri- 
o comprimento do segmento MN. 


Solução 
A A 
M M x N 
B Cc B C 


16 16 


Como MN//BC, concluímos que AAMN -— AABC. 
MN 





Sabemos que AM = : AB, MN = xe BC = lócm. 


Substituindo nas duas primeiras razões da proporção, resulta: 


Es sas 
“o ss 4 16 x 12 cm 


3. Prove que, num trapézio, a base média é igual à semi- 
soma das bases. 


Solução 

Seja EFGH o trapézio, de ba- 
ses maior e menor Be b, res- 
pectivamente. Seja b,, a medi- 
da da base média. Vamos pro- 
B+b E 
E 





var que b = 


À SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS 


Traçamos EG, obtendo assim os triângulos EHG e GEF: 


Como M e N são os pontos H b G 
médios dos lados HE e GE, 
respectivamente, concluímos, 
pelo teorema de Tales, que P m 
é o ponto médio de GE; então, 
no triângulo EHG, temos 
MP = Ho - >, pois O 


segmento que une os pontos médios de dois lados de um 





ps 
pa 1 
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+ 
AO E SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS 


: 


triângulo é igual à metade do terceiro lado. Analogamente, 
PN = > EF = 

MN = MP + PN, resulta: 

B 





4. Calcule x e y, na figura seguinte: 
C, 


» 16 


e B 


Ae 
Er 

Solução 

Na figura, temos três triângulos: ADC, DBC e ABC. Ob- 
serve que todos eles têm um ângulo de medida a. Por outro 
lado, o ângulo de vértice À, que passamos a chamar de , 
é comum a dois triângulos: ADC e ABC. Então, como am- 
bos os triângulos têm um ângulo de medida a e outro de 
medida B, podemos garantir que eles são semelhantes: 


Cc 


x 16 x 


A e B A D 


27+y 27 


Logo, seus lados correspondentes são proporcionais, o que 


a a 
De + = = resulta | x = 36 |. Substituindo em 








X 


Voltamos a insistir: como achar os lados correspondentes dos 
triângulos semelhantes? Oriente-se pelos ângulos: ambos os 
triângulos têm um ângulo a, um ângulo ) e um sem nome. 


Faça, então, o seguinte: 


ados opostos a P : 16 e 12 


ados opostos a a :x e 27 
| 
lados opostos ao ângulo sem nome: 27 + y ex. 


Agora é só escrever a proporção usada na resolução. 


9. Sendo ABCD um trapézio e MN // AB, calcule o com- 
primento de MN na figura, sabendo que todas as medidas 


são em cm: 
D 18 C 
12 | 
16 
M N 
A B 
42 
a 


= — ,obtemos = —e,então,| v=21 |. 
a 36 3 


Solução 

Vamos fazer “aparecer” triângulos semelhantes na figura da- 
da; para isso, a partir do vértice C, traçamos uma paralela 
ao lado DA, cortando o trapézio em paralelogramos e 
triângulos: 





Como CDMP e MPQA são paralelogramos (lados opostos 

paralelos), concluímos que MP = AQ = DC = 18 cm; co- 

mo AB = 42 cm e AQ = 18 cm, obtemos QB = 24 cm. 

Observe agora que os jan ara CPN e CQB são semelhan- 
12 


tes, pois PN // QB. Então: = E ad adia 18 cm. 


Portanto: | MN = 18 + x = 36 cm 


Cc Propriedade do baricentro de um triângulo 


Como aplicação da semelhança de triângulos, obtemos a im- 
portante propriedade: 


O baricentro de um triângulo divide cada mediana na 


razão de 2 para 1, a partir de cada vértice. 





Inicialmente, é bom lembrar que baricentro é o ponto de 
encontro das medianas de um triângulo e que mediana É O 
segmento que une um vértice ao ponto médio do lado oposto. 


A 





N = G:baricentro 





B e 
Pp 
Temos, então: AG =2: GP 
BG = 2: GN 
CG = 2: GM 


Vamos provar a propriedade para as medianas MC e 
NB. P; Para isso, unimos os pontos M e N, obtendo o segmen- 
to MN, que é paralelo ao lado BC e igual à metade de BC: 
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Obtemos os triângulos GMN e GBC, que são semelhan- 
tes, pois M = Ce B = N (ângulos alternos internos). Os 
lados correspondentes desses triângulos são proporcionais, 


ou seja: = BG * BC: Como MN é igual à metade 


MG . NO [1 .Gc=2.MGeBG=2-NG 


Da mesma maneira, provaríamos que AG = 2 - PG, na 


figura seguinte; ou seja, o baricentro G divide a mediana 


AP também em dois segmentos na proporção de 2 para 1, 
a partir do vértice À, isto é, AG é o dobro de PG. 


A 


N AG = 2 - PG 
G 





TRIÂNGULOS 


RETÂNGULOS 





Relações métricas 


Os elementos de um triângulo retângulo estão relaciona- 
dos através de fórmulas muito importantes, entre as quais 
o teorema de Pitágoras. Dedique a máxima atenção a esse 
assunto, pois ele é fundamental. 

Considere um triângulo retângulo ABC, de catetos AC 
= b, AB = ce hipotenusa BC = a. Traçamos a altura AH 
= h, relativa à hipotenusa. O ponto H divide a hipotenusa 
nos segmentos BH e CH, de medidas n e m, respectivamen- 
te; esses segmentos são chamados de projeções dos catetos 
sobre a hipotenusa. 





n E 
a | H À ne 


Vamos provar, inicialmente, as seguintes fórmulas: 


sé É ás 
A 


Para a demonstração, sepa- 
tamos o triângulo ABC nos 6 
triângulos AHB e AHC: 





EXERCÍCIO 
Num triângulo eqúilátero, a altura mede 12 cm. Calcule o 
raio da circunferência circunscrita ao triângulo. 


Solução 

Seja ABC o triângulo eqúilá- 
teroe R o raio da circunferên- 
cia circunscrita. Como o triân- 
gulo é equilátero, a altura coin- 
cide com a mediana AM e o 
centro da circunferência cir- 


A 
A B - C 
cunscrita é o baricentro G do NOM 
triângulo: 
Como o baricentro divide a mediana na razão de 2 para 


l, a partir do vértice, temos: AG a e, portanto: 


GM l 
AG=2 : GM. 
Como AM=AG+GM=12, obtemos 2 -: GM+GM=I2, 
ou 3: GM = 12,0 que nos dá GM = 4cm e, então, 


AG = R = 8cm |. 





A A 
b 
c/ h h 
BL Es H — c 


Temos, então: 

a) AABC — AABH, pois ambos têm um ângulo reto e 
um ângulo Ê no vértice B. Então, os lados correspondentes 
são proporcionais, ou seja: 


=! = 2 Desta proporção resulta: 
c 


A 
. É 
Cc B — 'eH 
b) AABC — /AAHC, pois ambos têm um ângulo reto 
e um ângulo à no vértice C. 





A 


A 
. b 
, “q 
e] E, 
B - cH — c 
Então, E b hº q 


c) AAHB — /SAHC, pois ambos têm um ângulo 


É TRIÂNGULOS RETANGULOS 


p 
w 
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ce 
reto e um ângulo a. Então, E = a = E. resultando: EXERCÍCIOS 
1. Calcule a altura h do triân- ” 


A gulo retângulo da figura ao 


A 
lado: 
E Solução 
hos A Primeiramente, calculamos a 
medida a da hipotenusa, usan- 
6H H E Cc 


do o teorema de Pitágoras: 





“y, 
9 12 
Teorema de Pitágoras f=P4+12=q'= 
l e » cs =81+ 144 =2aº=225> 
O teorema de Pitágoras é o mais “popular” da geometria: E 
>|a=15.. 
Em todo triângulo retângulo, o quadrado da hipote- 


nusa é igual à soma dos quadrados dos catetos. Agora, para obtermos a medida h da altura, usamos a relação: 
arh=b-c 


2 
. b - a eblte [5-h=12:9=15-h=108=|h=7,2 
2. (E.E. MAUÁ — SP) Cal- al o 


cule o perímetro do triângulo 
A demonstração do teorema de Pitágoras pode ser feita ABC da figura: 











da seguinte maneira: Solução E E 
e 144/13 —o! 
Para obter o perímetro, preci- 
samos das medidas dos 3 lados dp. 
do triângulo; por isso, chama- - te 
mos de c e a as medidas do ca- 
teto AB e da hipotenusa BC, PS 7: Vc 
eee À | A 
Ad Somando as duas igualdades, membro a membro, resul- oe RS 144 e o 
tab+c=a:m+a:n=a-(m+ne,comom +  Nafigura, temos:b = 12em = 13 ; utilizamos a relação: 


+ n =a (vejaa figura), segue-se que b? + cd=a-a=a?, 


Essa é a expressão do teorema de Pitágoras: > |122=a- ER - 
cia o PR E 13: 104 | é Jó = 15] 


Aplicações 
e Diagonal do quadrado 
Se um quadrado tem lado £, sua diagonal vale N/2, 


Agora, usando o teorema de Pitágoras, obtemos a medida c: 
d=br+dolj=1]2+cCa 
Portanto, o perímetro do tri- 


ângulo ABC é: 
p=a+b+c>p= 





x =13+12+5=>|p=õ30 
Veja por que: no triângulo ABD, retângulo em A, temos: Le = 30) 20 
(BDP=(AB) + (AD? = d'=f2 + =2(º > Vg=yV28 »  3.Calculea altura h do tri. 13 
a > d=tfv2. ângulo da figura ao lado. 
= e Altura do triângulo equilátero Solucã 
> olução 
2 yo um triângulo equilátero tem lado €, sua altura vale is iii id PARE * pa 
— (v3 I mais nada, consideremos que a relação ah = 
= E E não se aplica a este problema, pois o triângulo dado não é 
[o es " retângulo, 
Not lo AHB:(AB) = (AH) + (HBP = &º = 
S : e es ARS) ( j O segmento da altura divide a base em dois segmentos cujas 
5 =hº+ (5) (2 =h?+ medidas chamamos de me 21 - m. 
Q 
pra k f E k ; ds 
««<L à “sa hpi= pf - E. emos agora dois triângulos sã 
Ta 4 4 ” ' retângulos, nos quais aplicare- 13 
Am - k (3 NE: e mos o teorema de Pitágoras. 
= — = E —— —eje— 
44 á 2 No triângulo da esquerda, temos: 
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À lo teorema de Pitágoras, no triângulo sombreado, 
132 = m? + h?, ou seja, m? + h? = 169 (D gora, pelo teore Has , Bu ado 
temos: h? + 3? = 5?, resultando então: [h=4em |. 
No outro triângulo, obtemos: (1) 5. Nafi » | 
q . a « Na figura ao lado, as cinco 
20º = (21 — m) + hº = 400=441 — 42m +m'+h'= circunferências têm o mesmo 


A “4 Es, raio e quatro delas são tangen- 
ii [m=5] tes aos lados do quadrado e 


tangentes à quinta circunferên- 
Voltando à equação (D, temos: 5? + hº = 169 = cia. Calcule o raio delas. 


-» hº = = = 12. 
: ii Solução 


4. Calcular a altura de um trapézio isósceles com lados de Inicialmente, concluímos que a diagonal AB do quadrado 
medidas 10 cm, 5 cm, 16 cm e 5 cm. mede 10V2 cm. Se AB = 102, então OB = AE = 5V2 cm. 


Solução 
Seja ABCD o trapézio do enunciado: Observe agora que o segmen- 


to OB é a soma de OP = 2r 





A e B com PB, que passamos a cal- 
E N 5 cular. PMBN é um quadrado - 
de lado r; sua diagonal é PB = 
a = 1/2. 
A partir dos pontos À e B traçamos as perpendiculares á ba- — mamos então: 


se CD: 


5/2 =r-(2 + v2) 
5v2 o 2-(2- 12): 


Tr = = 2-0 
2+v2)-(2- 2 
Repare que se formam dois triângulos retângulos de hipote- ( v2) ( v2) 


nusa 5 cm e catetos h e m. Como m + 10 + m = 16, segue-se >|r=5-(V2- Jem 








Podemos dizer que: 


Um polígono regular é inscrito numa circunferência 


POLÍGONOS REGULARES 


quando todos os seus vértices pertencem a essa circunfe- 
rência. 





INSCRITOS 





Em todo polígono regular, o segmento que une o centro 
do polígono ao ponto médio de qualquer um dos lados é per- 


Inicialmente, lembre-se de que um polígono é regular pendicular a esse lado e chama-se apótema do polígono 


quando tem todos os lados iguais e todos os ângulos inter- regular. 
nos iguais. A 
Obtemos um polígono regular inscrito dividindo uma cir- M 
cunferência em partes iguais e unindo os pontos de divisão “ e OM «-spótema 
consecutivamente com segmentos de retas. Por exemplo, na 8 AM =MB -| OM : AB 


figura seguinte temos um octógono regular inscrito: 


=> Relações métricas nos polígonos 
regulares inscritos 
Estudaremos agora as relações entre o lado, o apótema 
e o raio da circunferência circunscrita de alguns polígonos 


oito partes iguais octógono regular inscrito regulares. 





p | POLÍGONOS REGULARES INSCRITOS 


01 
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Triângulo equilátero rogo v.'3 Repare que no triângulo equilátero OAB o lado AB vale 
inscrito Já demonstramos 2 fe os lados OA e OB são iguais ao raio da circunferência 
duas propriedades: circunscrita. Como o triângulo é eguilátero, os três lados são 

e A altura h de um triân- Q Q iguais. Então: 
gulo eguilátero de lado té O lado do hexágono regular inscrito é igual ao raio da 

(v3 - circunferência na qual ele está inscrito. 
igual a —s - 
ft =R 
e O centro O da circunferên- 
AO -2+0M = cia circunscrita (circuncentro) o 
coincide com o baricentro e o 
ÃO - R = 2. n Ortocentro do triângulo. Como Quanto ao apótema, vemos 
a o baricentro divide a mediana que ele é a altura do triângulo 
OM -a ->-h na razão de 2 para 1, temos: — equilátero OAB; portanto: 
2Rev3 
. 2 
1) AO = raio da circunferência circunscrita = R À mm RED 
AO =R=R=Íhe|h= EXERCÍCIOS 








2) OM = a = apótema do triângulo 1. Um hexágono regular de lado 10 cm está inscrito numa 


OM AO circunferência de raio R. Determine o perímetro do quadra- 
(— => . ” . a e 
2 do inscrito na mesma circunferência. 


[3 : 
3) Como h = — eh = a, obtemos = = Solução 


Quadrado inscrito A fi- A / N Sd A 
gura representa um quadrado 
de lado £, apótema a, inscrito À N j Na E 
numa circunferência de raio R: essa 
Como «; diagonais do qua- 8 
drado são pcrpendiculares, o Como o lado do hexágono regular é igual ao raio da circun- 


triângulo OAB é retângulo e, 
cntãc, pelo teorema de Pitágo- ferência na qual ele está inscrito, temos que| R = 10 cm |. 
ras, temos: 


Agora, pensando no quadrado inscrito, sabemos que seu la- 
do fé! = Rv2 = £= 10 v2 cm; logo, o perímetro do qua- 


(Q-nto ao apótema, veja a figura seguinte: 
di drado é:| p = 4º = 40 V2 cm |. 
W N 











fP=RE+RI=2Re=|t=RV2 


2. O apótema de um triângu- 

lo equilátero inscrito numa cir- 

cunferência de raio R mede 

4 cm; determine a medida do »a= > 
lado desse triângulo. 


Solução E, 


iTexágono regular inscrito Num hexágono regular de Como o apótema do triângulo equilátero é a metade do raio 


Q 
2 





tado le apótema a, unindo o centro O a cada um dos vérti- da circunferência na qual ele está inscrito, concluímos que 
ces. obtemos seis triângulos equiláteros: R=2:a2=R = 8cm; sabendo que o lado f do triângu- 
| lo egúilátero é £ = R - V3, concluímos que: 


t=8V3cm |. 


«o 
o) 
= 
[= 
(> 
e 
<= 
«o 
Lis 
Cc 
s 
= 
per 
[ea 
o 
as, 
E = 
>, 
Ro, 
—— 
O 
O 
== 
46 
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Áreas das figuras planas 


Vejamos como se calculam as áreas das principais figu- 
ras geométricas planas. 


Retângulo 





A área do retângulo é igual ao produto da base pela altura. 


Quadrado 








[e] 
| 
À área do quadrado é igual ao quadrado do lado. 





Paralelogramo 
T 
h Az=beh 
| 
| b | 





À área do paralelogramo é igual ao produto da base pela 
respectiva altura. 


Losango 


5 


| À área do losango é igual à metade do produto de suas 
diagonais. 








Trapézio 
a 


| A w SS tbh en 
h 
4 


2 


> 6 





A área do trapézio é igual ao semiproduto da soma de 
suas bases pela altura. 


Triângulo 





d+ 


A área do triângulo é igual ao semiproduto da base pela 
altura. 


Triângulo eqniilátero 


Se um triângulo equilátero tem lado £, sabemos que sua 


fv3 pi base E altura temos 





altura é . Como sua área 


2 
—ty3 


nat A 
= 2 eva 


Círculo 
A =TR? 
À área do círculo é igual ao 
produto do número x pelo 


quadrado do raio. 

O número x é irracional e vale 3,14159... Costuma-se 
deixá-lo indicado nos cálculos sem substituir seu valor apro- 
ximado. 


O comprimento C, da cir- 
cunferência que determina o 
circulo, é calculado pela ex- C = 27R 
pressão: 


Coroa circular 


É a figura situada entre 
duas circunferências de mesmo 
centro: 
À área da coroa circular é 
igual à área do circulo maior R 
menos a área do círculo 


menor. 





Acoroa = RR —- nr = n(Rº— «?) 





Setor circular E) 
É a parte do círculo limi- a - FRÍQ 
tada por dois raios e um arco: 360 


Chamando de à o ângulo formado pelos raios e medindo 
esse ângulo em graus, a área do setor é: 





- RR'q 
tor — 360 
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OO ÁREAS DAS FIGURAS PLANAS 


o B 


EXERCÍCIOS 


1. Calcule a área do hexágono regular de lado (. 


Solução 


Consideremos um hexágono regular e unamos seu centro aos 
vértices: 


Ds, 


O hexágono fica decomposto em seis triângulos eguiláteros, 
pois o hexágono é regular. À área do hexágono é, então, a 
soma das áreas dos seis triângulos: 


f f 
am = 6x YN 
f 


=” alii 23 
Como a área do triângulo eqiilátero de lado f é 


4 





, Obte- 





2. Calcule a área do setor circular da figura: 


72º 


Solução 

Utilizando-se a fórmula da 

área do setor, fica fácil. Como Ascor = a e, a = 72º 
e R = 10 cm, obtemos Aço, = = = 20x cm. 


Agora, repare como você pode resolver o problema, sem ter 


que decorar a fórmula da área do setor. 


Observe que 72º é um quinto de 360º; a partir disto, con- 
cluímos que o setor de 72º é um quinto do círculo que o 
contém ce, portanto, a área do setor é a quinta parte da área 
do círculo: 





3. Mostre que a área de qualquer triângulo é igual ao pro- 
duto de seu semiperímetro pelo raio da circunferência 
inscrita. 


Solução 


Vamos provar que À = pr, 
onde 4 é a área do triângulo, 


+b+c. ES ud A=pe 
p= do ios éosemiperi- > A Per 
metro e r é o raio da circunfe- b 


rência inscrita. À prova é sim- 
ples, acompanhe: traçamos os 
três raios nos pontos de tan- 
gência e ligamos o centro da 
circunferência inscrita com os vértices. 


O triângulo original fica decomposto em outros três. Em 
cada um deles, a base é um dos lados (a, b, c) e a altura é 
O raio r, pois o raio é perpendicular ao lado no ponto de tan- 
gência. Segue-se que a área do triângulo original é a soma 
das áreas dos triângulos menores, ou seja, 


Audit a DT Et DEDO ta 


a 





2 2 2 2 
«Atbtê cy [Dag 
E, 
p 
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FUNÇÕES 





MAOS 


RPPS 


TIA UNIT USA apo 
RN SS es GS Ra OR ap 


ES ARA, NO NÉ 


Ad 


Ato AS 


Ox — eixo das abscissas; 
Oy — eixo das ordenadas; 
| — abscissa do ponto À; 
2 — ordenada do pontoA. 


RELAÇÕES BINÁRIAS 





Vamos introduzir agora um dos conceitos mais impor- 
tantes de toda a matemática: o conceito de relação entre dois d xo O as ap 
conjuntos. À partir daí, construiremos a definição de fun- aa ic 
ção de um conjunto em outro; este último conceito é sim- 
plesmente a viga mestra de toda a chamada matemática 


moderna. EXERCÍCIOS 


Pares ordenados 


OBSERVAÇÃO O 1º elemento do par ordenado é 


1. Representar no plano cartesiano os seguintes pontos: 
A(2;2) B(-1;1); C(-2; -2) D(I; —2). 

Dados dois elementos a e b formamos um novo elemen- ep E ER o a o 

to indicado por (a; b) e denominado par ordenado, cujo pri- 

meiro elemento é a e o segundo elemento é b. Impomos a 

seguinte condição de igualdade entre pares ordenados: 


(a b)=(cd)saz=ceb=d 


Com a definição de igualdade acima, temos, por exemplo: 


Solução 








(1; 2) = (2; 1); 
23)=(xgy)eox=2ey=3 
(GlD)=(0Gyeox=0ey=1. 2. Representar no plano cartesiano os seguintes pontos: 
A (1; 0); B(—3; 0). 
EXERCÍCIO À 
Solução 
Determinar os valores de a e b, de modo que os pares Os pontos que possuem 
ordenados (2x + 1; 3) e (4x — y; y) sejam iguais. ordenada y = O estão no ei- 
xo Ox. 
Solução 
Pela definição de igualdade de pares ordenados, temos: 
3. Representar no plano cartesiano os seguintes pontos: 
2x + | =d4x—y 2x +l=dx-—-3D= 


: Os pontos que possuem 


Representação gráfica: a representação gráfica deum — abscissa x = O estão no eixo 
par ordenado é um ponto pertencente a um plano (chamado Oy. 0 
plano cartesiano). 


Exemplo 
O par ordenado (1; 2) é representado pelo ponto À da 
figura seguinte; indica-se: A(1; 2). 


ES ORDENADOS 
2 RELAÇÕES BINÁRIAS/PAR 
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Produto cartesiano de conjunto 


Se A e B são conjuntos não vazios, o produto cartesiano 
de A por B é o conjunto de todos os pares ordenados com 
primeiro elemento em À e segundo elemento em B. Indica- 
se o produto cartesiano de À por B por À X B. 


AXB=ía,b)/a €E AcbEB 


Se À ou B é vazio, coloca-se À X B = (2. 


Exemplos 
» l.ScA=[2,3,4eB-= [l, 
2!, o produto cartesiano de A 
por B é: 


ARB = (2,1),(2, 2), (3, 1), 
(3, 2), (4, 1), (4, 2) 





A 





roduto cartesiano de B por À é: 


BXA = ((1,2)(1,3) (1, 4), 
(2, 2), (2, 3), (2, 4) 


Note que AXB x BXA; 
scÃzxBA = g,B A. 





2. Sendo À = xE R/I1< 
x<2eB=|xEe R/1< 
x < 4), o produto cartesiano 
de À por B terá como repre- 
sentação gráfica o conjunto de 
pontos do retângulo a esquer- 
da: 





3. Com os mesmos conjun- 
tos À e B do exercício anterior 
a representação gráfica de 
BX A como ao lado: 


4. O produto cartesiano de A 
por À é indicado por A?. Para 
o conjunto À = (1, 2, 3), te- 
mos A?=AXA=(1I,1), 
(1, 2), (1, 3), (2, 1) (2, 2), 
(2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)). 








Relações 


Se A e B são dois conjuntos quaisquer, podemos relacio- 
nar ou associar elementos de À com elementos de B de algu- 
ma maneira, à nossa escolha. Quando fazemos isso, dizemos 
que fica estabelecida uma relação binária entre os conjuntos 
A e B. Vejamos alguns exemplos preliminares: 

1. Dados os conjuntos À = /2,3,4/e B = /6,8, 9), pode- 
mos associar um elemento qualquer x de À com elementos 
y de B através, por exemplo, da sentença: “x se associa com 


01 
O [É RELAÇÕES BINÁRIAS PRODUTO CARTESIANO DE CONJUNTOS 








y se, e somente se, x dividir y”. 
Com a sentença acima e com os conjuntos dados, temos: 
ç ; 


2 associa-se com 6 e 8, pois 2 divide 6 e 8; 

2 não se associa com 9, pois 2 não divide 9; 

3 associa-se com 6 e 9, pois 3 divide 6 e 9; 

3 não se associa com 8, pois 3 não divide 8; 

4 associa-se com 8, pois 4 divide 8; 

4 não se associa com 6 nem com 9, pois 4 não divide 6 
nem 9. 


Obtemos assim uma relação ou correspondência do con- 
junto À no conjunto B. O diagrama seguinte ajuda você a 
visualizar a relação obtida: as flechas indicam elementos de 
À que se associam com elementos de B. 





x € À associa-se com y E B & x divide y 

A relação obtida é representada pelo conjunto: 
R =I(xy) € AXB |x divide y), isto é: 
R = (2, 6) (2, 8) (3, 6) (3, 9), (4, 8) 


Gráfico cartesiano de R 





2. No conjunto A = (0, 1, 2, 3! formemos uma relação R 
associando um elemento x € A com um elemento y € À 
se, e somente se, x < y. 

Os elementos da relação R são, então, todos os pares or- 
denados de À X À, nos quais o primeiro elemento é menor 


que o segundo. 
Logo: R = [(0; 1), (0; 2), (0; 3)(1; 2), (15 3), (25 3) 
y 





Gráfico cartesiano 
- de R 
x € Aassociasecomy E A wo x<y 


Definição de relação: sendo A e B conjuntos quaisquer, 


uma relação R, de A em B, é qualquer subconjunto do 
produto cartesiano À X B. 


R é uma relação de Aem Be R C(AX B) 





Exemplo 
O produto cartesiano de A = (0, 1, 2) por B = /3, 4] é 
AXB = ((0; 3), (0; 4), (1; 3) (1; 4) (25 3), (254). Algumas 
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relações de A em B são: 


R = (0; 3), (0; 4), (1; 4); 
S = I(0; 3) (1; 3), (2; 3); 
T = (1; 3) (1; 4) (2; 3), (2; 4). 


EXERCÍCIO 


Enumerar os pares ordenados, representar por diagrama 
de flechas e construir o gráfico cartesiano da relação R de 
A em B, definida por: 

R=Ixsy)ECAXBl|x+y=3. 
Dados: 
A=|-1,0,1,2eB = [1,2,3, 4). 


ESTUDO DA FUNÇÃO 


Conceito 





Sejam dois conjuntos À e B e seja f uma relação de 
À em B. 

Diz-se que f é uma função (ou aplicação) de A em B 
se, e somente se, para todo elemento x E À existir um 
único elemento y E B, tal que (x; y) E f. 







Acompanhe os exemplos seguintes para entender melhor 
o conceito de função. 
Considere os conjuntos A = (1, 2, 3)eB=[4,5,6e 
as relações g, h e f, de A em B, dadas por: 
g = (1; 4), (1; 5), (2; 5), (3; 6); 
h= (1; 5), (2; 6)); 
f = (1;4)(2;5), (3; 6). 





Observe, então, que: 
* na relação g, o elemento | E A associa-se com dois ele- 
mentos distintos de B (o 4 e o 5); isto contraria a definição 
de função. Portanto, g não é uma função de A em B. 
* na relação h, o elemento 3 E A não se associa com ne- 


Solução 
Os pares ordenados (x, y), com x E A, y € Be tais que 
x+y=3,são:(—1; 4), (0; 3) (1; 2) e (2; 1). 
Portanto: 
R = (—1; 4) (0; 3) (1; 2), (2; 1). 





nhum elemento de B; o que também contradiz a definição 
de função. Logo h, também, não é função de À em B. 

º na relação f, não existe elemento de À que não esteja asso- 
ciado a algum elemento de B, e mais ainda cada elemento 
de À está associado com um único elemento de B. Portanto, 
a relação f é uma função de À em B. 


Conclusão: Para uma relação de um conjunto À em 
um conjunto B ser uma função de À em B: “Todo ele- 
mento de À deve mandar flecha a algum elemento de B 
e cada elemento de À deve mandar uma única flecha pa- 
ra algum elemento de B.” 





EXERCÍCIO 
Quais dos diagramas das flechas abaixo representam re- 
lações que são funções? 


a) b) 





A B 


Solução 

a) À relação é função de À em B. “Todos os elementos 
de À mandam flechas e cada elemento manda uma única fle- 
cha.” Não importa que o zero e o | mandem flechas para 
o mesmo elemento (— 1) e que o 2 e o 3 mandem flechas 
para o mesmo elemento (zero). 

b) À relação não é função de À em B, pois o elemento 
2 € À está mandando duas flechas. 

c) À relação não é função de À em À, pois o elemento 
3 € À não está mandando flecha. 

d) À relação é função de À em À pois todos os elemen- 
tos estão mandando flecha e cada um está mandando uma 
única flecha (o 1 manda para o 2; o 2 manda para o 3; 0 3 
manda para o 1). 


CONCEITO 


E ESTUDO DA FUNÇÃO/ 


01 
ps 
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9 É ESTUDO DA FUNÇÃO /DOMÍNIO 


Domínio de uma função 





Se f é uma função de À em B, o conjunto de partida A 
passa a ser chamado de domínio da função f e o conjunto 
B, contradominio de f. 





Se x é um elemento qualquer de À, o único elemento y 
de B que se associa com x é indicado por y = fx) (Leia: y 
igual a f de x). 


Para indicar uma função f, de A em B, usamos as notações: 


f:A-BouA LB 
Exemplos 


1. À função f: À > B, que associa a cada x E A, o quadra- 
do de x é indicada por fx) = x?. Tomando por exemplo, 
A='0,1,2/eB='0,1,2,3, 4, temos que: 

À imagem de O pela função f é f0) = 0? = O (basta subs- 
tituir x por O na expressão fx) = x?); 

Ai imagem de 1 pela função f é 11) = É = 


1; 
À imagem de 2 pela função f é 12) = 2? = 4, 


Essa função de À em B pode ser cpa das seguin- 
tes maneiras: 
* por extensão: É = (0; 0), (1; 1), (2; 4)) 
* por diagrama das flechas: 





————— -0 





2. À função g: R — R, que associa a cada número real x o 
triplo de x, é indicada por g(x) = 3x. Temos por exemplo: 


g(0) =3:0=0 
ano(s 
g()=3-1=3 


l l 
na = NE 
(3) 2" 3 


Como agora a função é definida de R em R, teremos in- 


finitos pares ordenados que irão satisfazer a função eo pgrá- 
fico que melhor irá representar tal função é o seguinte: 





EXERCÍCIOS 


1. Seja f:R > R, definida por f(x) = x? — 3x + 2. 
Calcular: 


a) f(0); o) f(V2); 
pi a r5); 


Solução 

f(x) =x? — 3x + 2 nos dá: 

a) F(0)=02-3-0+2=2; 
bDH-D=(-1P-3:(-)+2=1+3+2=6; 
o) f(VD)=(02) -3:V2+2=2-3V2+2=4 — 32; 


3. e 1 = 
2) E) 1 ia a ada 


4. 

o) fl+ND=(1+V22-3:(1+12)+2 
=1+202+2-3-32+2=2-v2. 

2. Os valores de x para os quais f(x) = O chamam-se raízes 
ou zeros da função f. Determinar as raízes da função do exer- 


e) f(1 + v2). 


19] [to 


cício anterior. 

Solução 

=0o ou | x =2 

Portanto, as raízes de f(x) = x? — 3x + 2 são 1 e 2. 
] 

a) f(0); b) f(64); c) É (ar) 

Solução 

a) f(0) = VO + vO = 

D) F64) = Vea + VGA VD + paid 12; 

4. Sendo f(x) = x?, assinale (V) ou » 

a) f(2)=f(-2); () 

o) HV2+V3)=(N29+FN3; () 

d) f(12 - 3) = H(W2) - 13; (O) 

Solução 

a) (V) Pe =22=4 


Para f(x) = x? — 3x + 2, temos f(x) = 0 x? — 3x + 2 = 
3. Sendo f: R. — RR definida por f(x) = Vx + Vx, calcular: 
f(x) = Vx + Vx nos x 
EE dede 
b) f(1) > f(0); (1) 
Vfx>20vxER. () 

(-)=(-23=4 2 2= 2); 
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()="=1 
b) (V) fe) =0'=0 = f(1) > f(0); 


c) (F) Vamos primeiro calcular f(v2 + V3): 
f(v2 + V3) = (V2+ V3P=2+206+3=5+ 26. 
Agora vamos calcular f(V2) + f(V3): 
f(v2) + (VB) =2+3=5. 
abç E 
V2+/3)=5+21 | 
No + 03) -50 2 fW2+V3) 2 FWD) + 13) 
d) (V) F(V2 - V3) = (42 V3P = (V6)P = 6 
f(vD) - (VB = (2) (NBP =2:3=6= 
> f(V2 - 3) = F(V2) * f(V3); 
e) (V) f(x) > 0,vx E R, pois f(x) = x*ex” é não nega- 
tivo por ser potência de expoente par. 
5. Para a função f: R — R, definida por f(x) = x? — 4x, 
pergunta-se: 
a) Quais os valores de f(0) e f(4)? 
b) Para quais valores de x ocorre f(x) = —3? 
Solução " 
0)=0º-4:0=0 
a) lr) = 4º -4-4=16-16=0 


(O e 4 são as raízes de f). 
b) fxg)=-30x'—- dx= -3ox — dx+3= 


=0 6 ou [x=3]. 
6. Para a função f: R — R, definida por 


69 = [STS Os 
ad r=1; dDH-2; JH) DEI; o HD. 


Solução 
A função f está definida por duas sentenças: o seu valor, 
para um elemento x, é (A) se x for negativo ou 


(B), se x for positivo ou nulo. Então: 
a -I<O0O=f(-)=-1-1=-2; 
b)-2<0=f(-7)=-2-1=-3; 
90>0= 02 0:+1 I; 
)i>0=M2p+ 2; 

dV2>0- NIÔN+l=2+1=3 


alcular: 


À imagem de uma função 

Como você já percebeu, uma função f fica determinada 
quando conhecemos seu domínio D(f), seu contradomínio 
C.D.(f) e a lei que associa elementos x do domínio a elementos 
y do contradomínio. 

Vamos agora destacar um subconjunto importante do con- 
tradomínio de f. Esse subconjunto, denominado imagem de 
£, e indicado por Im(f), é formado pelos elementos do con- 
tradomínio que são de fato imagens de elementos do domínio. 

Por exemplo, no diagrama seguinte: 


Im(f) 





a imagem de f é formada pelos elementos m, n e p (observe 
que q e r não são extremidades de flechas, ou seja, não são 
imagens de elementos do domínio). Para esse diagrama, 
temos: 
Im(f) = (m, n, p) 
Resumindo: 


Sendo f uma função de À em B, sua imagem é o con- 


junto Im(f) dos elementos y € B para os quais existe 
x € À tal que (x,y) E f. 





Exemplos 
1. Para os conjuntos À = (0, 1,2), B = [1,2,3,4,5] e pa- 
ra a função f: À — B, definida por f(x) = x + 1, temos: 


(2)=2+1 





D(f) = À = (O, 1, 2); 
Portanto: |C.D.(f) = B = [1,2,3, 4, 5); 
m(f) = (1, 2, 3). 
2. Para a função f dada pelo diagrama seguinte, temos 


Im(f) = (1). 





1. Para a função f definida pelo diagrama seguinte, assina- 
le (V) ou (F): 





a) f(2) = E(3); () 


b) f(4) > (3); .) 





| ESTUDO DA FUNÇÃO/IMAGEM 


O 
C 
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c) -4 E Im(f); () sociar a cada elemento de À um único elemento de B é tra- 

d) —1 € Im(f); () duzido geometricamente assim: 

e) Im(f) = B. () | 

Solução Toda reta paralela ao eixo dos y, traçada por um ponto 
qualquer do domínio de f, corta o gráfico de f num úni- 


a) (V) (BD) = —2 = 1(3); 
JHO= 3 > m4)< (3); 
» 0: fig = 02 = 19 <f0) 
o) (FP) * —4 € Im(f). (Observe que “não chega flecha” 
em —4); 
d) (V) * — 1 E Im(f) pois f(1) = — 1, ou seja, — 1 é a ima- 
gem de 1 através de f; 
; Im(f) = (—1, -2, —3) = 
e) (F) [B mel, —2,9,=4, =5, =6) 
> Im(f) C Be Im(f) = B. 
2. Sendo f: R > R definida por f(x) = x? — 1, pergun- 
ta-se: 
a) O número 3 pertence à imagem de f? 
b) E o número — 1? E o número —3? 
Solução 


co ponto. 





Voltando, agora às relações S e T do início, vemos que: 
* qualquer reta paralela ao eixo dos y corta o gráfico de 
S num único ponto. Logo, S é função de R em R. 


Toda reta vertical corta 
o gráfico de S num úni- 
co ponto. 





* existem retas verticais cortando o gráfico de T em dois pon- 
Í tos distintos. Logo, T não é função de R, em RR. 


e O ção 


O número 3 pertencerá à imagem de f se existir um número 
real x tal que f(x) = 3. À condição f(x) = 3 nos 


dá:x* —- | = 3o0ux! = 4, obtendo-se|x = —2Jou/x = 2]. 


Mostramos acima que existem dois números reais (— 2 e 2) 
associando-se com o número 3, através de f. Logo: 
3 € Im(f); 

Com o mesmo raciocínio do item anterior, fazemos 
f(x) = —1, obtendox! — | = —le, portanto, [x = 0). 
Logo: -1 E Im(f). 

Para o número —3, obtemos x? —- | = -30ux?= -2, 
equação que não tem solução em RR. 

Logo: -3 É Im(f). 


Gráficos de relações e funções 


Através dos gráficos das relações, podemos tirar algumas 
conclusões importantes. Como, por exemplo, quando o grá- 
fico de uma relação é o gráfico de uma função. 

Já vimos como representar uma relação de À em B, num 
sistema de eixos cartesianos (lembre-se de que À fica repre- 
sentado sobre o eixo do x e B, sobre o eixo do y). 

Por exemplo, as relações: 


S=(vy)eRrRxR|y=x+1) e 
T=lsy) ER. xR|x=y'] 
ficam representadas pelos gráficos seguintes: 


Existem retas verticais que 
cortam o gráfico de S em 
dois pontos distintos. 





EXERCÍCIO 

Determinar quais dos gráficos seguintes podem ser grá- 
ficos de funções. 

a) Ff: [x1; X2; X3; X4) > IR; 


b) f: (x; X2; X3) > R; 





e----|----—--0 








y=x+1 e 


Solução 


O problema que agora se coloca é o seguinte: dado o grá- 





de E EstUDO DA FUNÇÃO/GRÁFICOS 


fico de uma relação, como reconhecer se essa relação é uma 


função? 
A resposta é simples: o fato de uma função f: A — B as- 


a) O gráfico em questão é o gráfico de uma função, pois 
as retas paralelas ao eixo y que passam por X,, X2, X3, Xs têm 
um único ponto da função pertencente a cada uma delas. 
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b) Observe que as retas paralelas ao eixo y, que passam 
por x, € X», têm dois pontos da função em cada uma delas; 
não podendo, portanto, o gráfico dessa relação ser o gráfico 
de uma função. 

c) Toda reta paralela ao eixo y vai interceptar a reta num 
único ponto. Portanto, é o gráfico de uma função. 

d) Veja pelo gráfico que existem retas paralelas a y, que 
interceptam o gráfico em dois pontos. Logo não é o gráfico 
de uma função. 


Domínio e imagem no gráfico 


Dado o gráfico de uma função f, temos: 
e o domínio de f é a projeção de seu gráfico sobre o eixo dos x. 





* a imagem de fé a projeção de seu gráfico sobre o eixo dos y. 


Y 


y = f(x) 
Im(f) 


Im(f) 





D() =(xER|1<x<4) 
Im(f) = (vERI|I1<y<3) 





D(f) = (xERI-1<xS2) 
Im() = (vERI1<SvS2) 





D(f) = R 
Im(f) = R 





4. y 
NV o 
| x 


( R 
Im(f) = (yERIvZo) 


d. y 
1 f 
X 


DT. 


EXERCÍCIO 


D(f) = R 
Im(f) = (-1; 1) 


Determinar o conjunto imagem das funções dadas pelos 


gráficos abaixo: 


a) 


c) 


Solução 


a) 





b) Im = |—1, 1| 


b) 





À ESTUDO DA FUNÇÃO/DOMÍNIO E IMAGEM NO GRÁFICO 


1 
Sp 
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AQ CONSTANTE 


É Função crescente E DECRESCENTE/FUNÇÃ 


013 
9) 


Analogamente, no gráfico seguinte 





a<b => fla) >f(b) 


se a e b são dois números reais quaisquer com a < b, então 
ocorre fla) > ffb), ou seja: quando x cresce, f(x) decresce. 
Este comportamento caracteriza uma função decrescente em 


R. 

Exemplos 

1. Função crescente em IR; 2. Função decrescente em IR; 
y 


y 





Funções crescentes e decrescentes 


Observando o gráfico seguinte 


3. Função não crescente e não decrescente em Ik. 
y 





a<b =>fla) < flb) 
verificamos que se a e b são dois números reais quaisquer 
XxX 


com a < b, então ocorre fla) < f(b); ou seja: quando x cres- 


ce, f(x) também cresce. 
Funções com esse comportamento, chamam-se funções 


crescentes em R. 





para x = 0, 10) = 1; 
parax = 1, (1) = 1; 
parax= -2U-2)=1]; 
m parax =, An) =1 
PRINCIPAIS FUNÇÕES te 
EXERCÍCIO 


Para a função f definida por: 


” -2, sex < —l; 
Função constante fx) = | 0, =] E É < 1; pede-se: 
2, sex > 1. 
É a função que associa a todo número real x um mesmo a) Representar graficamente a função f; 

número real. Isto é: f R —»IR, com fx)=k(v x E R). b) Calcular: (= 5); (1/2); (7); 

c) Determinar o domínio e a imagem de f. 
Gráfico: o gráfico da função constante é uma reta paralela Solucão 
ao eixo dos x, € que intercepta o eixo y no ponto (0; k). a) f 


Domínio: D(f) = R; 
Imagem: Im(f) = [k). 





Observando o gráfico concluímos facilmente que: 
b) 1-5) = —-2; Nh) = 0; 07) = 2. 


Exemplo 
Dada a função f: R —» IR, definida por fix) = Itemosque: cc) D(9) = IR; Im(f) = [-2;0; 2). 
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Função polinomial do 1º grau 
Função polinomial, ou função afim, é aquela que associa 

a todo número real x, o número real a - x + b (sendo a e 

b números reais quaisquer ea x 0). Simbolicamente temos: 


f:R>BR,sendo fx) =a:x+b;a £0 


EXERCÍCIOS 


1. Representar graficamente as seguintes funções: 
a) fx) = x — 2; b) fx) = —2x — 4. 
Solução 

Como os gráficos das funções são retas, dois pontos dis- 
tintos são suficientes para determiná-las. 


Exemplos a) Escolhemos, portanto, dois valores para x (pertencen- 

Li)y=n+1 tes ao domínio da função), e encontramos as respectivas ima- 

9. y= 2% - 5. gens desses valores. Por exemplo, vamos escolher x = 0 e 
e e « - x q 2 


3. f(x) = 3x (neste caso particularmente como b = 0 a fun- 


= f ' = - E - o = = 2 
ção é também chamada linear). Para x = 0, vem: (0) = 0 — 2 sad: 0) 2; 


Parax =2,vem:2)=2-2=0:.82)=0. 


C d á o. 
Gráfico: o gráfico da função flx) = a - x + b é uma reta om esses dados podemos fazer o gráfico da função 


não paralela aos eixos x e y. 


2º caso: a < O 
(função decrescente) 


f(x) 


1º caso: a > O 
(função crescente) 


f(x) 


O domínio de f(x) 


=ax+béD(S=R. 
À imagem de f(x) = a * 


x + b é Im(f) = R. 
Exemplos 


1. À função f: R — R, definida por f(x) = 3x, é crescente 
em RR. 











f(x) = 3x 
f(b) 


a<Cb => fla) <f(b) 


2. À função g : R > RR, definida por g(x) = — 3x, é decres- 
cente em IR. 


g(x) = -3x 
gla) 


alCb =>gla) 2gflb) 


gtb) 


OBSERVAÇÃO quando nada for mencionado sobre 
domínio de uma função ele será o conjunto dos números 


reais. 








b) Analogamente ao item anterior escolhemos dois valo- 
res pertencentes a D(f) e calculamos as respectivas imagens 
desses valores. 

Parax = —l,obtemosf-1)= -X-1)—- 4= —2; 

Para x = 0, obtemos f0) = —- 20) — 4 = —4. 





2. Determinar k € R, de modo que a função fx) = 


= (+) x — 2 seja crescente. 


Solução k = 
Para que fix) seja crescente, a = deve ser positivo; 


portanto E deve ser maior que zero, logo k > 0. 


9. Determinar os zeros (ou raízes) das seguintes funções: 





a) R$) = 2x — 4 9 fx) = 5x. 
)y= 1; 


Solução . 
Lembrando que raiz da função é o valor de x tal que 


fix) = 0 temos: 
Dl) K-4=0=-M-4m[x=-2| 


— 3X a o. Mad O é 
b) y = 2 - l>0= 2 | = X 3 , 
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2 |] FUNÇÃO POLINOMIAL DO 1º GRAU 


q E 


ÃO POLINOMIAL DO 2º GRAU 


E FUNÇ 


6 | 
(9.6) 


4. (Fuvest, SP) Esboce o gráfico da curva y = (x + 3)* + Função polinomial do 2º grau 
+ (x -— 2). 










Uma função f: R — IR é chamada de função polino- 
mial de 2º grau, ou função quadrática, quando associa 
a cada elemento x E R o elemento (ax? + bx + c) € 
IR, onde a, b e c são números reais dados e a é não nulo. 


Solução 
y=K+3-(r-2po 
ovm=(x+6+9)- (x -dx +46) 
oyu=x+6x+9-x +dx- dO 


y=10x+5 Resumindo: 


A função f: R — R será quadrática quando for da forma 
fx) = ax? + bx+c coma,b,cE Rea * 0. 





A curva pedida é, então, uma reta, pois y = 10x + 5 é uma 
função afim. Essa reta está desenhada a seguir: 


Exemplos 

São quadráticas as funções: 
fx) = 3x —-2x + |,ondea=3,b= —-2ec=ãil; 
g(x) = -x2+ 3x + 2,0ndea = —l,b=3ec=2; 
h(x) ==? + 5xondea=>,b=5ec=0 
p(x) = —-x? —l,ondea = —1,b=0ec= —l1; 
q(x) = x;,ondea = |,b=0ec=0 





EXERCÍCIOS 


1. Determine os coeficientes a, b e c de cada função qua- 
drática seguinte: 

a) fx) = (2x — 3) — (x — 1); 

b) g(x) = (x — 1) (x + 2); 

o) h(x)=(mx+ 1) -3mE Rm * 0. 

Solução 

Desenvolvendo cada uma das expressões dadas, obtemos: 
a) fx)=4x) —- 12x +9—-x)+2x— 1=3x) — 10x + 8; 
be(xg)=(x-1Ikx+2D=x+x-— 2 

c) h(x) = mix? + 2mx + | — 3 = mix? + 2mx — 2. 





À reta acima é o gráfico da função y = ax + b. Portanto, os coeficientes a, b e c são: 

Determine as constantes a e b. a) Paraa função ffa=3,b= —10,c=68; 

Solução b) Paraa função gia= 1|,b=1,c=-—2; 
Se o ponto P = (1, 2) pertence ao gráfico da função, en- c) Para a função h:a = m?,b= 2m,c= —2. 


tão, fazendo x = ley = 2 na igualdade y = ax + b, obte- 


É ao f: IX — j = à — ; 2 
mos uma sentença verdadeira, ou seja, ocorre: 2 = a * 1 + 2. É dadaa função f: R — RR definida por ftx)=(m* — 1)x+ 


+ 3mx — 1, onde m é um número real. Para quais valores 
á E eEgios 
+ bou D. de m, Í será uma função quadrática: 
Solução 
De maneira análoga, para o ponto Q = (3, 3), obtemos Para que f seja uma função quadrática de x, basta impormos 


que o coeficiente de x? seja não nulo. Como esse coeficiente 
3=a:3+bou AD. ém? — 1 e seu anulamento ocorre param = —loum = 
=|,segue-se que: f é função quadrática de x & 

- nos dá: 2a = | ou| a = 


Substituindo a = > em (1), vem > + b = 2 ou Gráfico: o gráfico da função quadrática é uma curva deno- 


minada parábola, que pode ter a concavidade voltada para 


E cima sea > O ou voltada para baixo se a < 0. 
Exemplos 


ici 1. Seja f? R — R, dada por fx) = x? — 4x + 3. 
Portanto, as constantes procuradas são: Vamos escolher alguns valores de x pertencentes ao do- 


, mínio desta função e calcular suas respectivas imagens. 
cafunçãoé |y=5*+5 A-D=(-1P-4(-)+3=8>0-D=8; 
fO0)=0"-4:0+3=3-—>+ 10) = 3; 


do|— 
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A)="-4:1+3=0>-> A0)=0; 
)=2-4:2+3=-1-"-5029=-]; 
0) =3 -4-3+3m00 03) = 0; 
DR A 
5) = 5 — 4:5+3=8 > 5) = 8. 
y 

x 





Observe o gráfico e verifique que: 
“Db =; 
* Im(f) = [—1; + col; 
* a parábola tem concavidade voltada para cima pois a > 0 
(a = 1); 
* a reta e, paralela ao eixo das ordenadas, é o eixo de sime- 
tria da parábola; 
* o ponto V, onde o eixo de simetria e corta a curva, é deno- 
minado vértice da parábola. 
2. Seja a função f: R — IR, dada por fx) = —x? + 4, 
De modo análogo ao exercício anterior escolheremos al- 
guns valores de x pertencentes ao domínio da função, calcu- 
lando suas respectivas imagens. 


=D) - (Pd Sp = = =s; 
f-)=-(-2+4=0—50-29=0; 
f)=-0Q+4=4-——S 00)=4; 
()=-2+4=0————5 02)=0; 
()=-2+4=-05——— 03) = -5. 





Observe o gráfico e verifique que: 

ºDf) = R; 

* Im(f) = ]- co; 4]; 

* a parábola tem concavidade voltada para baixo pois a < O 
O hs 

* o cixo de simetria da parábola coincide com o eixo das or- 
denadas (isto ocorrerá sempre que b = 0); 

* o vértice da parábola pertence ao eixo y (pois b = 0). 








Intersecção com os eixos 
* intersecção com o eixo dos y: 


a parábola y = ax? + bx + c corta o eixo dos y no ponto 
(O, c). Obtém-se esse ponto fazendo x=0 em y=ax?+bx+c. 





: x 
Exemplo 
A parábola y = x? — 4x + 3 corta o eixo dos y no ponto 
(0, 3). Veja que x = Oimplicay =0º —- 4-0+3=3 





y=x2-4x+3 


* intersecção com o eixo dos x: 
em relação ao eixo dos x, podem ocorrer três casos: 


Id > D 
À parábola corta o eixo x em dois pontos distintos. 
Às abscissas desses dois pontos são as raízes da equação 
ax? + bx + c = 0; são elas: 
-b- VA -b+ VA 
s 2a aa 2a 





Exemplo 


À parábola y = x? — 4x + 3 corta o eixo dos x nos pon- 
tos (1, 0) e (3, 0). Obtemos esses pontos, fazendo x? — 4x + 
+ 3 = 0 e calculando x. 
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2º9)4A=0 o | 
A parábola tangencia O eixo dos x no ponto de abscis- 






axs=- + (a equação ax? + bx + c = O agora tem 
a 





duas raízes iguais). 








2 >0 da 
Exemplo 
Na função y = x? — 2x + 1, temos a = L,b=-2,c= 


= 1e, portanto, À = b? — dac = (-2)—- 4.1.1 = q 

— 4 = 0. A parábola correspondente tangencia o eixo dos 
b —2 

— —— E — ——— = 1. 


x no ponto de abscissa x = 2a 2-1 









3)A<O0 
A parábola não corta o eixo dos x (a equação ax” + 
+ bx + c = O agora não tem raízes reais). 








a<Oo 


a>0o | 
Exemplo 

Na função y=3x!+x+1 a=3, b=1, c=1 e, portanto, 
A=b -dac=]"-4:3-]=1]-12=-1]<0. 
Seu gráfico não corta o eixo dos x. 


A<o 


y =3x + x + 1 


X 





Coordenadas do vértice: as coordenadas do vértice da 
parábola são dadas por: 


= = , = -— À = a A a 


Exemplo 

Paray =x? —- 4x + 3, temosa = |,b= -4,c=3, 
A=b! -4ac=(-4)-4:1-3=16-12=4.Por- 
tanto o vértice da respectiva parábola é obtido por: 








=] 








RE. E mail 
Xv 2-] 2€% asi 


V=(2; —1) 





Valor mínimo e valor máximo: quando na função 
y=a:x)+b:x+c,a> 0, esta função assume um valor 
mínimo que é dado por y,. Quando a < 0, a função assu- 
me um valor máximo também dado por y,. 


v 78 





y. — valor máximo 


y. — valor mínimo 


Exemplo 
A funçãoy =2:x?—- 3:x + 1 tem um valor mínimo 
poisa > O (a = 2). Esse valor mínimo é dado por: 
a — | 
Tod é Uulado Voa 


Imagem: para determinar a imagem de y = ax* + bx + 
+ ca * 0, considerem-se dois casos: 


eca>o0 y 


À projeção do gráfico sobre 
o eixo dos y nos dá: 





Im(f) = ye R|y<y, Im(f) 


eca<o0 
Agora, a projeção do gráfi- 
co sobre o eixo dos y nos dá: 


Im(f)=y €ER|y2Zy, 





Exemplos 
1. fx) = x? —5x + 10 tem concavidade para cima (a=1>0) 


e valor mínimo 


Aa — di (4 
4 


4a 4:1 


Ymin 
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Seu conjunto imagem é: 


Im(0 = [ye RIy> É) 


Y 


2. g(x)= — 2x? + 4x tem conca- 
vidade para baixo (a= — 2<0) 
e valor máximo 





a 
o AP do DM 
4: (—2) 
y 
16 
2 e - — = 
E 2 
Sua imagem é: Im(g) = 
Ô =yER|y< 2. 
m 


1. Esboçar os gráficos das funções abaixo. Em cada uma 
delas deve figurar: eixo de simetria, vértice e intersecções 
com os eixos coordenados. 


a) y = x; co) y=x! — dx; 
b)y=x)-— 4d; dy=-" +tx- 2. 
Solução 
a) y =x 

a=l, b=0, c=0, 


A=b —- 4c=0-4-1:0=0. 
A concavidade é para cima, poisa = 1 > 0. 


O vértice V tem coordenadas x, = — =— =0€ 
2a 
RR 
w= "4 0 


V = (0,0) é ponto de mínimo da função, pois a > 0. 

A intersecção da parábola com o eixo dos y é o ponto 
(0, 0). Insistimos: obtenha esse ponto, fazendo x = O na ex- 
pressão y = xº. 

Como A = 0, a parábola tangencia o eixo dos x no vérti- 
ce V = (0, 0). 

Gráfico: 









! 
1 


O eixo de simetria é a reta vertical passando pelo ponto 
(0, 0) (o próprio eixo dos y). 


=, b=0, c= 4, 
=b?-4c=0º-4-1-(-4)= 16. 


Concavidade: para cima (a > 0). 





Arts o -— 
Vértice: V = a 
V =(0, -4) é ponto de mínimo. 
A intersecção com o eixo dos vy é o ponto 
(0, -4)(x=050y=0 — 4=—4). 

As intersecções com o eixo dos x são (— 2,0) e (2, 0). 
(y=00x|-4=00x= —-2 ou x = 2). 


Gráfico: 





Eixo de simetria: reta vertical passando por (0, 0). 
co) y=x! — dz; 

a=l, b= 4d, c=0, 

A=b -4c=(-4) —-4-1-0=16. 
Concavidade: para cima (a > 0). 


e b a 

tá VV = — —— —— — — =(0D —. 

Vértice: N ( Da” = ) (2, — 4). 

V=(2, -4) é ponto de mínimo. 

A intersecção com o eixo dos y é o ponto 
(0,0)(x=0=y=0—-4-0=õ0). 

As intersecções com o eixo dos x são (0, 0) e (4, 0) * (y = 
=00x)- 4x=00x=0oux = 4). 

Gráfico: 





c=-2, 
A=b-d4c=1"-4-(-D'(-2)= —1. 


Concavidade: para baixo (a < 0). 


rt ade ca ad 
Vértice: V ( TE 5) (> a): 


si cho á 
V= (> E) é ponto de máximo. 
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Intersecção com o eixo dos y:(0, -2) (x=0 8 y= 
=-R+0-2=-2). 
A parábola não intercepta o eixo dos x, pois À < 0. 


Gráfico: 





y=-x2+x-2 





Eixo de simetria: reta vertical passando por (> 0). 


2. Dada a função f: R— IR, definida por f(x) = 3x2 — 2x + 4, 

responda os itens seguintes, sem esboçar o gráfico de f. 

a) Qual é o eixo de simetria da parábola que representa f? 

b) Qual é seu vértice V? 

c) V é ponto de máximo ou de mínimo da função f? 

d) Qual é o menor valor da função f? Para qual valor da va- 
riável x ocorre o valor mínimo de f(x)? 

e) Em que ponto(s) a parábola corta o eixo dos y? 

f) Em que pontos a parábola corta o eixo dos x? 


Solução 
Para a função f(x) = 3x? — 2x + 4, temos: 
a=3 
= -2 
c=4 
A=b—-d4c=(-2)-4:3.4=4—-48=-44 


Portanto: 
a) O eixo de simetria da parábola que representa f é a reta 
paralela ao eixo dos y, passando pelo ponto 


(+29) -(2.9) (50) 


b) O vértice da parábola é o ponto 


fa boca A did, A aja dh. 
2a * 4a 3º 0 e e, 
c) V= (5» 5º) é ponto de mínimo da função f, pois 


a parábola tem concavidade para cima, já quea = 3 > 0; 


d) O menor valor da função fé ymin = Yv = — 2 = +. 


Esse valor mínimo de f ocorre para x = x, = — ã = E 


e) À parábola corta o eixo dos y no ponto (0, 4). (Observe 
quex=0ey=3:0"-2:0+4=4); 

f) A parábola não corta o eixo dos x, pois f(x) = 3x? — 2x + 4 
não tem raízes reais, já que À = —44 < 0. 


3. Determinar a função quadrática f(x) = ax? + bx + c, tal 
que f(l) = 4, f(-1) = 6 e f(0) = 9. 


Solução 
pd as Debe terdea+b+ro= 40) 
f(— 1)=6 =a(-1P+b-(—1)+c=6=a-b+c=6 (TD) 


(O)=9=a-0+b-0+c=9=[c=9] (MD) 
Substituindo É) em (1) e (11), obtemos: 

Tebas ÁV) 

a-b=-3 (V) 
D+O-2---[==]0 
O-O-»=-2=[b= 1] é 


Finalmente, substituindo ÍD, (UM e gi) em 


f(x) = ax? + bx + c, obtemos: 





4. Qual deve ser o valor de m para que o valor mínimo da 
função f(x) = 2x? —- 3x +m — I seja 1? 


Solução 
a=2; 
Inicial b==3; 
nicialmente, temos: |  . m- 1: 
A=(-3'-4-2-(m- 1)= 
=9-8m+8=17-8m. 
O valor mínimo da função é ymin=Y.= — +. = 


AF — Bm 
8 


a 1, vem: - dê . lou —17 + 8m = 8, obten- 


e, como esse valor mínimo é dado e igual 


do-se| m = e 


d. Determinar a imagem das funções quadráticas seguintes: 
a) y=—-x)+ 5x; 
b)y=4x) — 5x + 2. 





Solução 
a) 
y 

25/4 

Im 
y = —xº + 5x tem concavidade para baixo e seu valor má- 
ximo é 
Tau E Sd asd rt) cd 4 

us 4a 4-(-1) 4" 
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Sua imagem é: [r e RIy Es 


b) 


TIO Dicas suiça 


y = 4x! — 5x + 2 tem concavidade para cima e seu valor 
mínimo é 


ig siibriss [Ee SD e SE, 
Ymin da Er 16 16º 
Sua imagem é: |y e DERA 


Função modular 


Módulo de um número real: Sendo x E R, temos 
«1X % 20 
|x| = 
-x sex <0 

Exemplos 
1. 15] =.5 2. |-7/|=7; 3. /0|=0. 

Da definição podemos concluir que se o valor que esti- 
ver entre módulo for maior ou igual a zero o resultado será 
esse próprio valor (veja os exemplos 1 e 3); mas se o valor 
que estiver entre módulo for negativo o resultado será o opos- 
to desse valor (veja o exemplo 2). 


EXERCÍCIO 
Calcular: 
. |1+V3|); 2 |n-1|; 3. |V2-13]. 
Solução 


1. Como 1 + V3 é positivo, o módulo é o próprio número, 
isto é: [1 +V3|=1+ 3, 
2. Comor — | é positivo, o módulo é o próprio nú- 


mero, istoé |m — ||=m-—1. 
3. Como V2 — v3 é negativo, o módulo será o oposto des- 
te valor, isto é, | 2 — V3 | = — (12 — V3) = V3 — v2. 








OBSERVAÇÃO Como para todo x 2 0, 
Vx20=Vx=|x|. 





Exemplo 
Calcular: 


a) =5); 

b) dl — v2). 

Solução 

a) M-5=[-5[=5 

bo Ji-v7)=[1-v2]=v2-1. 








Estudo da função modular: toda função f: R = R, de- 
finida por f(x) = | x |. 


Gráfico: Aplicando a definição de módulo teríamos: 


>0 á 
f(x) = = ortanto o gráfico será: 
(x) -xsex<o'P 


fix) 





O domínio e a imagem da função modular serão respec- 
tivamente: D(f) = Re Im(f) = R. (reais não negativos). 


EXERCÍCIOS 


1. Esboçar o gráfico das funções seguintes, dando o domí- 
nio e a imagem de cada uma delas. 


a fy=1+|xbby=-|xigy=|X-1]. 


Solução 


a) Sex > 0, a função se reduz a: f(x) 
Sex < 0,a função se reduz a: f(x) 


l+x. 
l-— x 





“2 7 10,1 2 * 
O domínio da função será: D(f) = IR. 
A imagem da função será: Im(f) = [1; + oo[. 
b) Sex > 0,a função se reduz a: y = —x 
Sex < 0,a função se reduza:y = — (—x) =x. 





O domínio da função será: D(f) = RR. 
A imagem da função será: Im(f) = R.- (reais não positivos). 


c) Quando temos entre módulo, uma função g(x), fazemos 
primeiramente o gráfico de g(x), rebatendo em seguida 
toda parte que estiver abaixo do eixo x para cima. Acom- 
panhe pelo gráfico da página seguinte. 
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O) | FUNÇÃO MODULAR 


| > x=2/3 ou x=0; 


29)2+|1-3x|=-3>[1-3x|=—5 (impossi- 
vel, o resultado de um módulo não pode ser negativo) 


S = (0; 2/3) 


3. O produto dos valores reais de x, que satisfazem a igual- 
dade |x?+3x —- 4 | =6,é: 
a) —12; b) —16; c) —-20; d) —24; ec) —30. 
Solução 

2 =" E cs VE e = 6, UM) 
|x2+3x—- 4]=6 o ir farad (II) 


Resolvendo as equações (1) e (II) encontraremos os seguin- 





A imagem da função será: Im(f) = R+ tes resultados: para a equação (1): x, = —5;x, = 2. Para a 
2. Resolver as equações: equação (11): x) = —2; xa = —1. 
: Portanto o produto das raízes será: 
a jx-3/=2 o) |3)x—- 4|[=x+3; (SD ()-(-7)-(-1)=-20. 
b) |3x-1|=|2x+3|; d)|2+ |1-3x||=3. Logo a alternativa correta é a c. 
Solução 
x— 302 « x=5 4. O conjunto solução da equação | 3x? — 4 | =x! — 4, 
a) Se | 2-3 |=2 =» ou S = [1;5) |, em IR, é igual a: 
di ie ds a) (-v2; 2); o (-V20;V2); e) 9. 
NR >» x=4 b) (0); d) R; 
b) |3x-1|=|2x+3| > ou 
3x—-1=—(2x+3) = x=—2/5 Solução 


S =([-2/5;4) |; Vamos desmembrar a solução em duas partes: 
I) | -4|=w7 -4>3% —-4=x — 4=x=0; 


3x— 4=x+3 > x=7/2 sã 
c) |3x-4 |=x+3 = ou 2º) |3x2-4| =x)-453x)—-4= —(xº—4) »x = tv2. 


3x—d= —(x+3) = x= 114 Agora, atenção, verifique que os três valores encontrados 
[s = (14:70) |; tornam negativo o resultado do módulo (Faça a verificação, 
)I2+|1-3%||=3 substitua x por 0, por — v2 e por v2 e confirme essa afirma- 
ção). Nessa verificação você percebe que nenhuma das três 
WIS+ 1d |") soluções satisfazem a equação, logo a alternativa certaéa e 
O >]-3x=-| o 1l-3Ix=l> (conjunto (2). 


2º)a < 0; f. decrescente. 


SINAL DAS FUNÇÕES DE Neste caso temos: 
1º E 2º GRAUS sex< —- Dentãoy>0 


se x> - 2 então y < 0; 





Função y =a.x+b sex = — Dentãoy = 0. 
Para estudar o sinal desta função é necessário determi- 
nar para quais valores de x € D(9), y > 00uy < O ou 
y = 0. Temos dois casos a considerar: 
Iº)a > 0; f. crescente. 


OBSERVAÇÃO Lembre-se de que x = — - é zero 


ou raiz da função e que pode ser obtido, substituindo y 
por zero na função y = a: x + b. 


Neste caso temos: 





Da observação dos gráficos podemos tirar a seguinte re- 


ex< —- - então y < 0; gra prática: 
b . | cla ma |, 
sex > — — então y > 0; ob 
b . a 
ea = SO Fo 0. onde: c/a indica que o sinal de y é contrário ao sinal de a; 


6») | e 
"& E SINAL DA FUNÇÃO DE 1º GRAU 





m/a indica que o sinal de y é o mesmo sinal de a. 
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EXERCÍCIOS 


1. Fazer o estudo do sinal das seguintes funções: 

dy =2+4%— 44 Dym-2+3. 
Solução 

a) Primeiramente vamos encontrar a raiz da função, para isso 
substituímos o y por zero na função: 


0=2:x- 40 [x=2| 


cla m/a 
Aplicando a regra prática vem: SO. x 


2 
E <2y<0; 
Resposta: jsex >2,y>0; 
sex=2,y=0. 
b) Analogamente temos para este exercício que a raiz da fun- 
ção é x = 3. cla. m/a 
Fazendo o esquema obtemos: x 
3 
E Xx<37>0; 
Resposta: (sex >3,y<(0; 
sex=3,v=0. 


2. Resolver as seguintes inequações: 
53% - 743 +x & 10x —2; 


3 + 5 2x — 9 
b) > 3 < 8; 
x 2& =] x+1 
c) E VE ed 


Solução 

a) Procedemos de maneira análoga à resolução de uma equa- 
ção do 1º grau, isto é, isolamos os valores de x no primeiro 
membro e os valores independentes de x no 2º membro: 
dx tx— 0x2 -2+7-3 => -4x>2, multiplican- 
do ambos os membros da desigualdade por — 1, invertemos 
o sentido da desigualdade (preste atenção nisso). 

Voltando para a inequação obtemos: 


Resposta: S = [x ER |x <=. 


b) Achando o m.m.c. entre 2 e 3, que é 6, obtemos: 


Sº(x+5) 2:(2x-9) — 48 
7 7 nd 


OK +15 A+ IB <A SEC Sa [x <3 |, 
Resposta: S = |x ER |x< 3. 


c) O m.m.c. entre 4, 3 e 6 é 12, procedemos agora de modo 
análogo ao exercício anterior. 


dx 40x - 1. 2(x+1) 
XZ Es Dil 


dx — Bx+t4>2X+2= IK-Bx-2WAD>2+ 
-4=— -“%> -2 So) 


n€2 = [Econ] 


Resposta: S = |x<R|x< 2/7). 


Função y = ax? + bx + c 


Os sinais desta função ficam determinados a partir dos 
sinais do coeficiente a e do discriminante A. Três casos são 
possíveis: 

1º caso: À > 0. 

Neste caso, o gráfico de y = ax! + bx + c intercepta 
o eixo dos x em dois pontos distintos (x,, 0) e (x, 0), onde 

-b- VA -b+ VA 
a 2a es O 2a 


Lembre que se obtém x, e x; resolvendo a equação ax? + 
+ tes), 

Colocando sempre x, < x», há duas possibilidades para 
o gráfico e para a distribuição de sinais: 


sinais de y (+) 





X1 X+ x 
v>0Osox<xoux>ãx; 
v=090x=x 0ux=ãaz; 
y<0Osox<x<sx 





E a < (0) Ras 
sinais de y (O 0 & 0 (S 
—————e eee em 
X1 Xs> x 


y=05x=x,oux=ãx 
y<0ox<xoux> sa; 
Os casos | - ae 1: b são resumidos assim: 


poor 


m/a c/a m/a 





X: X: X 


m/a — sinal de y é o mesmo sinal de a. 
cla — sinal de y é contrário ao sinal de a. 
Exemplos 
l.Paray =x? — 3x + 2, temos: 
a=1>0 b=-3 c=2 
S=(-3)-4.1.2=9- 
3-1 


a = 2 
+ 





= 1 
3 





da = 


À variação de sinais de y é: a> 09 m/a =) 


“o o, 

| 2 x 
yYy>0ox<loux>2 
y=00x=|Ioux=2 


y<0o1]|<x<?2 
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E 2º GRAU 


E SINAL DA FUNÇÃO D 


6), 
67] 


O E SINAL DA FUNÇÃO DE 2º GRAU 


2. Paray = —3x! + 2x, temos: y > 0 x é qualquer real, x x 1 
” y=00x=1 
esa t pes col y < O para nenhum x € R 
A=2-4:(-3):0=4>0 ; 
-2+2 9 2. Paray = —d4x? + 4x — 1, temos: 
à er a=-4,b=4, c=-1 
pe a A=4-4:(-4):(-1)=16- 16=0 
X2 — 6 3 cd O grata 4 o 4 ] 
a = = =>—DD["— = =— 
A variação de sinais de y é: 1<0= [5 q 2: (—4) —8 2 
cla = (*) A variação de sinais de y é: 
O O o) a<0=mla=(5 
0 2/3 x O O 
2 ad: 
A A ts 1/2 x 
PRE e 3 y > O para nenhum x E R 


= y = 0Oox= & 

é y < 0 e x é qualquer real, x 4 
y<0ex<0oux> : 
3º caso: À < O 
Agora, o gráfico não intercepta o cixo dos x. À função 


b : 

—— € O gráfico intercepta o É ag 
8 Pp y=ax + bx +c, com À < 0, não possui raízes reais. 

De novo, dois casos: 


2º caso: À = 0 


Agora, temos x, = X) = — Za 


eixo dos x num único ponto, ou seja, tangencia o eixo dos x. 
Novamente, dois casos, conforme o sinal de a: 3. 





x1 = x3 = b/2a x Pesos Ro 
snideyv DD ro Diu sinal de y (+) (+) O 
-b/2a dá 
y > 0 x é qualquer real, x x —b/2a 
y=0ex=-b/2a 
y < O para nenhum x E R 
2.b a Ga SB 











sinal de y O Õ (O 








Resumindo: 
sinal de y (>) O (O) 
—b/2a a sinal de y m/a A<O 
Exemplo * 


y > O para nenhum x E R 


y=00x=-b/2a 1. Paray = 3x? —4x + 5, temos: 








y < 0 «e x é qualquer real, x é —b/2a 
Resumindo: : =3>0,b=-4,c=5 
m/a m/a A =0 A=(-42-4:3:5=16-60=-4<0 
Exemplos —b/2a x Portanto, y não admite raízes reais e seu sinal é O mesmo 
1.Paray =x! — 2x + 1, temos: de a, ou seja, é sempre positivo. 
a=1>0,b=-2c=1 a>0=mia=t& 
A=(-2P-4:11=4-4=0 sinldey O O O 
n=n=-2D=] yY>O,vxeR , 
A variação de sinais de y é: EXERCÍCIO 
a>0 = mia =(+) Dar a variação de sinais de: 
(+) a) fi x? — 4x; d) y= — x; 
] x ye = + dy 3 Jdy=30 +x+h1 
)y=x)— 23% + 3; 
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Solução 
a) y = x* — dx. 


q=1>0 
b=-4=A4=(-4)) -4-1:-0=16>0 


c=0 
Há duas raízes: x = 0 ex; = 4. Então: 
m/a = (&) 
a>0= bes EO 
O q qo ua 
0 4 x 


y>0ex<0Ooux>4 
y=00x=00ux=4 
y<o 


oO<x<d4 
by=-x* + dx - 3 
a=-1<0 
b=4 - Au 4-4 (-1)*(-3)= 
E di cond = 16-12=45>0 
Há duas raízes: 
n= Ef. ds 
s jma= O 
ac<o br 
O OD =, 
l 3 X 


y=090x=lox=3 
y<0ox<loux>3 
)y=x— 23% + 3, 
=1>0 
=-293=4A4=(-2/3) -4:1:3= 
-3 =12-12=0 


2/3 
Há raiz dupla: x, = x) = ae = 3 


a>0=>ma= O 
O O 


DD] - 


[riodsáios 


Aa mt 
Oo cm» 


V3 
y > 0 e x é qualquer real, x é V3 
y=06x=v3 
y < O para nenhum x E R 
d)y = —x 
a=-]<0 
b=0 >A=0'-4-(-1):0=0 
c=0 


Há raiz dupla: x, = x, = 0 
a<0>mia=oO 


E <P 
(6) x 

y > O para nenhum x E R 

y=08x=0 

y < 0x é qualquer real, x é O 


Jy=3IX+x+1. 

3 > 0 

l >Am=l?-4:.3:.]=]-12=-11<0 
l 


a 
b 


E 


Não há raízes reais. 
a>0=maz= O 


O O O 
v>0VzEK 





Inequação do 2º grau: inequações do 2º grau são aque- 
las redutíveis à forma ax? + bx + c > 0, onde a x O (ou 
2) <; S;, *). 

À variação de sinais da função quadrática é a “ferramen- 
ta” indispensável para a resolução destas inequações. 


| EXERCÍCIOS | 


1. Resolver a inequação: x —- 3x + 2 > 0. 


Solução 
A funçãoy =x! - 3x + 2tem:a=1>0,A=1>0, 
raízes x, = 1, x; = 2, e a seguinte variação de sinais: 





a>0= fr 5 
O o 8) E 
1 2 x 


Como a inequação proposta é x? — 3x + 2 > 0, ou seja, 
é y 2 0, temos o conjunto-solução 
S=xER|x<louxz> 32. 
2. Resolver a inequação: x? > 4. 
Solução 
xX 24=>x)- 420 
À função y =x? —-4tem:a=1>0,4A=16>60, 





raízes x, = —2,x; = 2 e a seguinte variação de sinais: 
ma = O 
a>o0 br = 
E) oq +) 
teses as 
-2 2 x 
Como queremos y 2 0, vem:S = |xE R |x< -2 
ou x 2 2). 
3. Resolver a inequação: -3x? + 3x + 1 > 0, 
Solução 
A funçãoy = —3x + 3x + Itemia= -3<0,A = — 
3 - v2l 3 + 2] e 
-21 > O, raizesx, = — ka = — ta se- co 
guinte variação de sinais: ar 
Lis 
a<0=> ra E S = 
c/a = 
O S p 
3 - 21 a Ea! x «L 
fem) 
6 6 ae 
Como queremos y > 0, vem: es 
3-vã En 
s= cer | ÇA sc St) rea 


O. 
mg 
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Sistemas de inequações: inequações simultâneas são ine- 
quações ligadas pela conjunção e, como, por exemplo: 


x-12>20 
fo 


x —- 3Ix+1I<O0 


Para resolvermos o sistema de inequações, efetuamos cada 
uma delas separadamente encontrando a seguir a intersec- 
ção de seus conjuntos soluções (a intersecção é feita para aten- 
der à conjunção e, que liga as inequações). 


EXERCÍCIOS 


1. Resolver o sistema É N : o = 

Solução 
Dx -3I<Xx+tlsW-x<1l+3=2%x<4 
Dmx+2>x-4>3)%k-x>-4-2>x>-6= 
» > —3 
À intersecção de (De ÁD é: 











* uereessorseseds .+4. O fi 
( ) trt ta died 7 a 
On 
a, nm) 4 3 ' 4 x 


Então: S = x E R| -3<x< 4 
: ' 3x — 42 dx 
2. Resolver o sistema [a +2>7% 


Solução 

3X -4>4x=3Xx-4x>4I= -x>4=x<-4() 
Sx+22 xo 5x-ikx2-LZ>-Zx2-2> 
=» x<l 


Do meemereereereeerereo 


(1) | 


4 x 
EIS Ed tdo gm 
1 x 





x 


S=|xER|x< -d| 


. x —- | <0 
3. Resolver o sistema [a -2x>0 


Solução 
Resolução de x? -1 < 0 
vi =x! — ] temraízes — 1 e | ca seguinte variação de sinais: 


+ O + 
——————————OAHHHHHHHHHHHHHHHHHHO >>> a x 
- 1 1 
Portanto, y, <0= —|I<x< (1 
Resolução de x? —2x > 0 


ya = x? — 2x tem raízes 0 e 2 e a seguinte variação de sinais: 


O o é 0 
eermeettore eres rose fi 
0 2 


Portanto, y; > 0 =x<00ux> 24) 


Dn 





resse. 





(1) 1-1 1 A 
(eos 7 10 > x 





ONO Sand - 


S=|xE R| -|<x<o) 


4. Resolver a dupla desigualdade: 
3x -264x+34 )%X-|1 


Solução 
A dupla desigualdade a < b S c é equivalente ao sistema 


a<b 


de desigualdades Ê 
b 4 c 


Então, a dupla desigualdade 


3x —- 2<x+3< 3x -— é equivalente ao sistema: 
3x — 24 x+3 
x+3<3)%x-l 
Agora, temos: 
Dk -2<4x+32I)kX-x<3+2=22xX<505 
EH 
2 
Dx+3<3)k-l=ox-IK<-1-3=-A<-4o 
-2x>4= [552] 
(1) ny) 
D : 
N 
O Oy 2 5/2 x 











Obiemos S = [xER|2<x< 5) 


Inequação produto: chamam-se inequações produto as 
inequações redutíveis à forma f(x) - g(x) > 0 (ou <; e 
<, *), onde fix) e g(x) são funções na variável x. 

Há uma técnica toda especial para a resolução deste tIPO 
de inequações. Acompanhe os exercícios seguintes. 


1. Resolver a inequação: (x - 2)(x — 3) > 0 


Solução | 
Inicialmente, estudamos, em separado, a variação de si- 
nais das funções y, = x — 2ey,; = x — 3, que compõem 
o produto (x — 2)(x — 3). 
Para y, = x — 2 (que é uma função afim), temos: 


o) O) 


AS OR SR 7 
X 
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Elaboramos, agora, um quadro de sinais como o seguinte: 










sinais de y1 


sinais de y> 





2 = 0 
sinais de y/ *y> ) 
> O ssa 

2 3 x 


Como queremos y, * y> > 0, os valores de x que nos 
interessam estão assinalados onde y, - y, tem sinal de (&) 
O conjunto-solução é, então: 
S=|xER|x<20uzx> 3. 


2. Resolver a inequação: (2x — 3X3x + IX-x + 2)<0 


Solução 3 
Para y, = 2x — 3, temos a raiz ET e a seguinte variação 
de sinais: 
O &) 
Yi————— e 
3/2 x 


Para y; = 3x + 1, temos a raiz — ç c a seguinte distri- 


buição de sinais: 


O O 

Ya 
— 1/3 x 
Para y; = —x + 2, temos a raiz 2 e a seguinte variação 
de sinais: 

O O 

yo >>> >>> >> 
2 x 


Quadro de sinais: 

















-1/3 3/2 2 
sinais de y) — — o + 4 + " 
sinaisdey — 0 + d+ + * 
sinais de y3 7 | = di 0 a x 
sinais de yjyoy3 + ô O ó = o (O) ú 
Ee e A E 
-1/3 3/2 2 
Como queremos y, : y» * y3 < 0, segue-se: 
S=[xER| -Lescêouzr>2) 


3. Resolver a inequação: (x — lx? — 5x + 6) SO 


Solução o 
Para y, = x — 1, temos a raiz 1 e a seguinte variação 
de sinais: 
y Ss (5) 
| —— ee eee eee 
1 x 
Para y, =x? — 5x + 6, temos as raízes 2 e 3 e a seguinte 
variação de sinais: 





Quadro de sinais: 





sinais de y) — [o el: E + 





sinais de y» +: + 6 — O E, 


Sinais de y,y> S 9 - o O fo + 


TOUT cce tits sa sas 44 








| 2 3 


Como queremos y, : y, < 0, obtemos: 
S=|xER|x<lo2<x<3 





Inequação quociente: chamam-se inequações quocien- 


te as inequações redutíveis à forma Es > 0(ou <, >, 
<, =), onde f(x) e g(x) são funções na variável x. 

Para a resolução destas inequações, basta lembrar que as 
regras de sinais para o quociente são as mesmas do produto, 
ou seja, a resolução é análoga à das inequações produto, ob- 
servando, apenas, que o denominador de uma fração não pode 
ser nulo. Repetimos a mesma técnica utilizada nas inequa- 
ções produto, eliminando do conjunto-solução os valores de 
x para os quais ocorre g(x) = 0. 


EXERCÍCIOS 


1. Resolver a inequação: = > 0. 


Solução 
Para y, = x — 2, temos a raiz 2 e a seguinte variação 
de sinais: 
O O 
Yi 
2 x 
Para y; = x — 3 temos a raiz 3 e a seguinte variação de 
sinais: 
O O 
Ya" 
3 x 


Quadro de sinais: 











'O 
| 

th 
O 





x p, 

Observe que a fração a = —3paraxs= 2, vale 
2-2 (0) 
7 3 — | | ns 
pois o denominador se anula; este último fato é indicado com 
o símbolo 3 (não existe) no quadro de sinais. 


= 0, mas, para x = 3, não está definida, 


Como queremos EAR 0, obtemos: 
ya 


S=xE R|x<20ux> 3. 





2º GRAU 


E SINAL DA FUNÇÃO DE 


Sp, 
to, 
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+] " 
S E sina DA FUNÇÃO DE 2º GRAU 


2, Resolver a inequação: Aos <o0 


Solução 3 o 
Para y; = 2x — 3, temos a raiz —- e a seguinte variação 


de sinais: 
+ 


y—————1+ 
X 


Para y; = x — 1, temos a raiz 1 e a seguinte variação 
de sinais: 
y——— —+—————+ 
1 


Quadro de sinais: 


< 
| 
x 





| 
(1) | + 
+|4+14 
n 


Y2 


+ 
“HL 


yilva a” 
3/2 x 





— 


Como queremos El < 0, vem: 
Va 


s=[reRI<a<Õ. 


2 


3. Resolver a inequação: 1 >0 
X — 
Solução 
Para y, = x? —4, temos as raízes —2 e 2 e a variação 
de sinais: 


Para y; =x! — 1, temosas raízes le le a variação 
de sinais: 








Ya a otica ás qd 
ais 1 x 
Quadro de sinais: 
-2 -1 1 2 
E 
yi Ms o e - o 
Yo ” 4 % 9 ai o + 4 + á 
- ' x 
vir DO -ÁDÊÉ-SO 
ER At td cid trt dd ado CT CORAL LARA DÃO O ADDRESS DEDO OVO P VT 
-2 -1 1 2 x 


Como queremos As 2 0, obtemos: 
Ya 


S=ixER|x< -20u-|I<x<lox>tI. 





4. Resolver a inequação: - e as 


Solução 








Inicialmente, temos: É— 33wX=1 208 


£ + 


x-1-3Ix-3 
PE At 


Agora, temos: 


y =x+ 1 





viíva 
2] Dt tt as AS 
2 -1 


Como queremos Ea > 0, vem: 
ya 
S=[xER| -2<xx<-l]). 
7 — 3x 


5. Resolver a inequação: —— => — 
ae (x — 1X2x + 3) 


Solução 
Para y, = x? — 3x, temos as raízes O e 3 e a variação 


de sinais: 


Para y; = x — 1, temos a raiz 1 e a variação de sinais: 


«a + 
| 
Ya : - 


Para y; = 2x + 3, temos a raiz — — e a variação de sinais: 


- + 








Y 3, ——eee peer 
— 3/2 
Quadro de sinais: 
-3/2 0 1 3 
p ' ' X 
Vo + + O e ' sm 0 E 
' k ' x 
y2 o ld ss + 
1d SE o ' —— 
k ' à x 
no gd a A E 





E ca — Sue 


v2"v3 -3/2 0 1 3 


Observe que, para x = le para x O — - a fração 


2 -— 
(x E e r: 3) não está definida, pois esses valores de X 
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anulam seu denominador. Lembrando que queremos 7. Dada à função y = (xº — 3x) - (x — 1), determinar: 


= > 0, obtemos: a) Os pontos de intersecção do gráfico da função com os ei- 
y2 "Yo xos coordenados. 


3 b) O conjunto dos valores de x para os quais a função é po- 
s=[2ERlx<-Zoocr<iax>3] sitiva. 


6. Dar o domínio das seguintes funções: Solução 
a) fx) = JL — 3x a) Para determinar a intersecção com o eixo y, substituímos 
b) g(x) = 2x +1 — RS -— 1 na função o x por zero: 
[=+1 y=(2-3):(x-1)= 
c) h(x) = 2x + À > y=(00-3-0):-(0-1)=0 
x-1 À intersecção com o eixo y ocorre no ponto (0; 0). 
Solução Para determinar a intersecção como eixo x, substituímos 
a) Para que a função f(x) = Vl — 3x seja definida, devemos re função o y por zero: 
ter 1 — 3x (que é o radicando) maior ou igual a zero. (x — 3x) (x- 1)=0= 
Portanto: =x -3IkxKX=0=x=00ux=3 
-3kx2>20=-Ikx2-|l=IX<ç l=oxsS— ou 

: : a »x-l=0=x=] 

l Às intersecções com o eixo x, ocorrem nos pontos (0; 0), 

= q < mma 
D=[eRis<S) (5 0) e (3; 0) 
b) Para que a função g(x), seja definida, devemos ter sepa- b) Para encontrar os valores de x que tornam à função posi- 
radamente 2x + lex — 1 (que são os radicandos) maiores tiva devemos fazer o estudo da variação de sinal da função, 
ou iguais a zero. Logo: utilizando o mesmo processo usado na resolução das inequa- 
ções produto: 
o (D 


a +11; 
x-120 (1) 
Resolvendo a inequação ED, obtemos: 


x+1>0=2%>-l=x>-() 





Resolvendo a inequação (ID), obtemos: 
= saDos saido) 


, 3 funçã iti- 
Fazendo (a) N (b), vamos ter: O conjunto dos valores de x que tornam a função posi 


vatxER|0<x<loux>ãd3. 








(a) -1/2 | É 8. Considere a função f: R — R definida por: 
fix) =x)? —-4x + c. 
(b) E Determine o menor valor inteiro do parâmetro c de mo- 
! do que a função f assuma valores positivos para todo x real. 
(a) N (b) LD me x 
, Solução 
D=(xeR|x>1) A função f do enunciado é uma função de 2º grau com 
. 2x + | (que  concavidade “voltada para cima” pois o coeficiente do x? é 
c) Na função h(x), devemos ter o quociente positivo. Portanto, concluímos que f possui um valor míni- 


É o radicando) maior ou igual a zero, para que a função este. mo que se calcula por 











z ta 
ja definida. Portanto, teremos para resolver uma inequação = 
do tipo quociente: Como a função f deve assumir Rare na positiy os, = 
2 inclusive seu valor mínimo deve ser positivo, isto é: 4 > ps 
x + 1 >0 d O 
Sd e = - 40). =(6-4-1:0., o! 
= = 
> 0 = 4a 4-1 ts 
— 16 + de O 
= stwsitttbSlo És Hs Ss. 
4 [at 
[ra 
c>d4 « 
Q 
ad) 
Portanto, o menor valor inteiro do parâmetro c é 5. E 
Ez 


D=[rer|jx<-Lox>1) [es] 


hq] 
ps 
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pa 
Q 
O 
Qu. 
= 
S 
| 
O 
1 
C>- 
«<= 
o 
Lil 
[1 
Tá 


FUNÇÃO COMPOSTA 


Observe o diagrama seguinte: 





Temos uma função f que associa a cada elemento x E A 
um único elemento y = f(x) € B e uma função g que asso- 
cia a cada elemento y € B um único elemento 
z=pg(y) EC. 

Se lembrarmos, porém, que y = f(x), veremos que o ele- 
mento z = g(y) € C é, na verdade, igual a g(f(x)). E natu- 
ral, então, que pensemos numa nova função h, de A em C, 
que associe o elemento x € À diretamente com o elemento 
z = (f(x) € C, ou seja, que faça de uma só vez o que a 
feap fazem em duas operações. Essa nova função, que é 
indicada por g O f(leia: g “bola” f), é chamada de função 
composta de g e f. 

“Veja bem: a função g O f, quando aplicada no elemento 
x € À nos dá como imagem o elemento g(f(x)) € C, ou seja: 


(g o (x) = g(f(x)) 


Outra observação importante é a ordem segundo a qual 
se aplicam as funções: quando escrevemos g(f(x)), primeiro 
aplicamos a função f ao elemento x, obtendo f(x), e depois 
aplicamos p a f(x), obtendo g(f(x)). Acompanhe atentamen- 
te os exemplos “concretos” a seguir: | 

1. Sejam os conjuntos A=([0,-1), B=([0,1,2), 
C = [1,2,3,4) cas funções f:A>Beg: B=> C defini- 
das por f(x) = x' e g(x) =x + 1. 





A partir das funções f e g construímos a função compos- 
tag o f, de A em, substituindo duas flechas consecuti- 
vas por uma só no diagrama anterior. Por exemplo: — 1 é 
levado em 1 pela fe 1 é levado em 2 pela g; então, —l é 


levado diretamente em 2 pela função g O f. . 
Obtemos g(f(x)) substituindo x por f(x) na expressão 


g(x) =x + 1, isto é: g(f(x)) = f(x) + 1, e; como 


f(x) no lugar de x 


f(x) = x?, vem, por substituição: g(f(x)) = x? + 1. 


2. Sendo g: R> Ref: R— R definidas por g(x)= 3x — | 


e f(x) = x? + 5, temos: 


f(x) = x? + 5 


A —, f TT —, 
g(x)=3x—- 1l=>e(fix)=3-f(x)-1=3-(xX+5)-1= 


f(x) no lugar de x 


=3x+15-1=3x+14>]| g(f(x)=3x + 4 


p(x) = 3x — 1 
PO. = 0 


f(x) =x] +5 = e(x) = [g(x)P + 5 =(3x — 1) + 


Lad) 
g(x) no lugar de x 
+5=9x —- 6x+1+5=9x] — 6x+6> 


= | f(g(x) = 9x? — 6x + 6 


EXERCÍCIOS 


1. Dadas as funções fg: R— R, tais que f(x) = 2x — 1 
e g(x) = x? + 2, calcular: 

a) f(g(0)), e(f(0)), F(g(1)) e g(f(1)); 

b) (fo g(-I (go N(-I, (fo g(e(g o 1)(2); 
c) f(g(x)) e g(f(x)). 

Solução 


Com[16)=5 1] [e == 52] (temos 


g(0) = 0º +2=2 = f(g(0)) = f(2) = 
=2.2-1=4-1=3 

flO)=2-0-1=-1>g(f0)= 
=M-D=(-1)+2=1+2=3 


) A en=1+2=3= fg(1)=f3)= 


13 - 
“]J- 


6-1=5 
1 = g(f(1)) = g(l) = 
24+2=1+2=3 
g(-D)=(-1)+2=3=(fog)(—1)= 
lel-1)=H3)=2:3-1=5 
2 


f(1) 


mm 5 bo 


— NH MH 


-)=2:(-D)-1= 
-3=(go N(—1)= g(f(— 1) = 
(= =(-3:+2=11 
b) | g(2)=22+2=6=(fo g)(2)= 
=fe(2)=f(60)=2-6-1=1I 
f()=2:2-1=3=(go fN(2)= 


e(f(2) = g(3) = 3º + 2=11 


rteto) 2 * [g(xe)] — O, . (x + 2) — 1 = 


=2x+4 -1=2x)+3 


e) D D 


g(f(x)) = [f(x)]) + 2 =(2x — 1) + 2 = 
=4x —- d4x+1]+2=4x?º — 4x +3 
2. Sendo f(x) = x? — le g(x) = x + 1, determinar os va- 
lores de x para os quais ocorre f(g(x)) = g(f(x)). 


Solução 

Sex) =[go)P-1l=(x+Ip-l=x+2x 
Temos: Ba = f(x) +l=wy-l+l=x 
Portanto, ocorre f(p(x)) = g(f(x) & x) + 2x =x? & 2x = 
=00x=0. 


Scanned by CamScanner 





Às origens da trigonometria, assim como as da geome- 
tria, remontam à Antiguidade; as primeiras tabelas trigono- 
métricas são da época da Babilônia antiga (1900 a 1600 aC). 

À trigonometria surgiu da necessidade de se relacionar 
o “tamanho” dos lados com o “tamanho” dos ângulos de 
um triângulo e seu desenvolvimento ao longo da história da 
humanidade foi tal que hoje ela representa um capítulo à 
parte dentro da Matemática. Atualmente a trigonometria é 
utilizada para resolver problemas de medição de terras (agri- 
mensura), de astronomia e de muitos campos da fisica e da 


MEDIDAS DE ARCOS E 


ÂNGULOS 





Neste capítulo inicial estudaremos o grau e o radiano, que 
são as unidades de medida de arcos e de ângulos normalmente 
utilizadas na trigonometria. 


Unidades de medida de arco e 
ângulo 

Grau: na geometria trabalhamos com a unidade grau para 
medir ângulos; na trigonometria também usamos a unidade 
grau, agora para medir arcos. À utilização da unidade grau 


para a medida de arcos passa a ser possível a partir da se- 
guinte associação: 


o arco de uma circunferência completa mede 360º. 


Disto concluímos que: 


1º = 360 da circunferência 





Às subdivisões do grau são: 
, E” . 
60 (1 | minuto) 


t+ , . DE casta cs 
[= = (1'* = 1 segundo) = 1 3600 


engenharia. Ela é utilizada, por exemplo, para entender fe- 
nômenos ligados à acústica (estudo do som) e à óptica (estu- 
do da luz); ao mosso redor, na parafernália de luz e som que 
nos envolve, está sempre presente a aplicação direta da tri- 
gonometria. 

Nesta obra, faremos o estudo da trigonometria seguin- 
do, aproximadamente, seu desenvolvimento histórico: defi- 
nimos inicialmente as razões trigonométricas usando os triân- 
gulos retângulos e, posteriormente, generalizamos estes con- 
ceitos para Os arcos trigonométricos. 


Radiano: é um arco de circunferência cujo comprimen- 
to é igual ao raio da circunferência que o contém; abrevia-se 
rad. 


Exemplos 


1. Numa circunferência de raio 10 cm, um arco de 10 cm 
de comprimento mede 1 rad; um arco de 20 cm mede 2 rad: 


AM = 10 cm = raio = 

> AM =1rad 

MN = 10 cm = raio = 

> NM =| rad 

ÂN = 20cm = 2X raio > 
> AN =2rad 





2. Numa circunferência de raio 4 cm, um arco de 2,5 rad 
tem comprimento de 2,5 x 4 cm = 10 cm, pois cada radia- 
no, neste exemplo, mede 4 cm. 


3. Numa circunferência de raio igual a 1 cm, o arco de 1 
radiano tem comprimento também de 1 cm; se a circunfe- 
rência tem raio de 2 cm, o arco de 1 radiano nessa circunfe- 
rência tem comprimento de 2 cm; numa circunferência de 
raio 3 cm, o arco de | rad tem comprimento 3 cm; e assim 
por diante. Repare, porém, que o ângulo central determina- 
do por esses arcos tem sempre a mesma abertura (veja a fi- 
gura na página seguinte). À medida do ângulo central é sem- 
pre igual à medida do arco compreendido entre seus lados 
e, por isto, a medida do ângulo central da próxima figura 
é 1 rad. 





a MEDIDAS DE ARCOS E ÂNGULOS/UNIDADES 
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3. Converter E rad a graus. 








radianos graus 
180 
E = "180 
Vamos agora determinar quanto mede, em radianos, o arco E 60º 
de uma circunferência completa. Como o comprimento de 
uma circunferência de raio R é sempre 2.7.R, concluímos Portanto: a rad = 60º. 


que o arco de uma circunferência completa tem medida igual 
a 21 rad, pois o comprimento do raio é o comprimento do 4m 
4. Converter 3 rad a graus. 


radiano. 
Com esta conclusão, podemos estabelecer a correspon- 


dência entre a unidade radiano e a unidade grau: de 
3 rad 
271 rad = 360º ou r rad = 180º 
À igualdade acima permite-nos converter medidas de um 
sistema para outro, através de uma regra de três simples. 


Acompanhe os exemplos: 


1. Converter 30º a radianos. E 
radianos graus 
r 180 
4r 
—— - 180 
AT E MR 77,7: 
3 
Portanto: = rad = 240º. 


—- 





Repare bem na figura seguinte, pois nela você encontra 
os arcos mais frequentes nos cálculos da trigonometria, €X- 





graus radianos 
1890 ————— «x 
3 A a pressos em graus e em radianos: 
30 X = o “E rad 
6 


Portanto: 30º = = rad. 


2. Converter 90º a radianos. 





graus radianos 
IO — 2 
] 
9 ——— y=H NR ,.A 
ST bad Tui 
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Portanto: 90º = = rad. 
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EXERCÍCIOS 


1. Escrever em graus os arcos de: 








Rua: Ut da. A a: r 
a) 5 rad; b) 6 rad; c) 18 rad; d) 4 tad. 
Solução 
Eus — Es . = +: 8 . 0 = 0. 
a) 5 rad 5 (rm rad) - 180º = 36º; 
lx ai Sa , a JM E O = á 
b) LE rad = —5> * (x rad) = > - 180º = 3309; 


x = A. . = do . Oo -— o. 
c) —o rad 18 (m rad) 18 180º = 109; 
a) Trad = (nrad)=7 - 180º = 459; 
2. Escrever em radianos os arcos de: 
a 15º; b) 22º30"; c) 10º; d) 135º. 
Solução 


a) graus radianos 
180º ——————— 7 
eg EE, 
15 x 180 12 rad 


b) Para evitar contas, já vimos que 45º = E) rad e, como 


K 
22º30' = do, obtemos 22930" = —É- = Trad 


TRIGONOMETRIA 
DO TRIÂNGULO 





Neste capítulo definiremos as razões trigonométricas (se- 
no, cosseno e tangente) de um ângulo agudo a partir de um 
triângulo retângulo e, a seguir, ampliaremos nosso estudo 
para os triângulos em geral. 


Razões trigonométricas 
de um ângulo agudo 
Dado um ângulo agudo de medida a, tomemos alguns 


pontos de um de seus lados (P,, Pa, P», Ps ...) e tracemos 
perpendiculares ao outro lado: 











c) graus radianos 
180º —— q 
sas A. 
** "180 1 "Md 
d) graus radianos 
180º ———— x 
CE PE + a SS 
** "180 q a 


3. Numa circunferência de raio 6 cm, qual o comprimento 
de um arco de medida 150º2 
Solução 
Inicialmente, calculamos o comprimento da circunferência 
pela fórmula C = 2.7.R; como R = 6cm, temos que 
C=21.6cm = 

Concluímos agora que 12x cm representa 360º, que é a 


medida em graus da circunferência. Com isto, construímos 
a seguinte “regra de três”: 


medida em graus comprimento 
360 ação 12 x cm 
150 id x 


Resolvendo, temos: 360.x = 150x127x 
360.x = 1800x 
— 18007 


360 = 5rcm 


Obtemos assim uma série de triângulos semelhantes en- 
tre si. Devido a essa semelhança, podemos afirmar que os 
lados correspondentes destes triângulos são proporcionais; 
por isto, temos: 

a) P,Q, e P;Q» = P;Q) =: 
AP, AP, AP, 


o cateto oposto a q 
“hipotenusa correspondente 


b) AQ, -. AQ: (AQ q 
AP, AP, AP, 


e cateto adjacente a q 


hipotenusa correspondente 


PO, - BO . TIS a 
c) AQ, — AQ; — AQ, 


— cateto oposto a a 
cateto adjacente a a 


cateto oposto a a icdidos di 
E RA hipotenusa correspondente ” 


item a, será chamado de seno do ângulo a e indicado por 
sen q. Temos, então: 


pci ii oposto a a 
hipotenusa 


cateto adjacente a a dlsdiãos “sto 
“Aura hipotenusa correspondente ” 


3 |] TRIGONOMETRIA DO TRIÂNGULO/RAZÕES DE UM ÂNGULO AGUDO 
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item b, será chamado de cosseno do ângulo a e indicado por UE cateto oposto. AC 4 

cos a. Temos, então: hipotenusa BC 5 
cateto adjacente — AB (3 
, cos O = hi = BC =— 

— cateto adjacente a à ipotenusa 5 

cos à = : Temos: 

hipotenusa — cateto oposto *— AC 4 

tg a = =. =— 

cateto adjacente B 3 


cateto oposto a q baga 
O quociente —CÉteto OPOSO à É  obrido no item c, será este outro: 
q cateto adjacente a à.” s 2. Consideremos est 


chamado de tangente do ângulo a e indicado por tg a. Te- 
mos, então: 


ga = cateto oposto a à ) 


cateto adjacente a q 


ATENÇÃO os números sen q, cos à e tg a não depen- 
dem do particular triângulo retângulo escolhido na figura 
inicial. Esses números são uma característica do ângulo à 


e independem do triângulo escolhido. 
Agora, temos: 





Triângulo retângulo 
Consideremos então um triângulo retângulo; seja à um Valores notáveis 


dos seus ângulos agudos e sejam a, b e c as medidas da hipo- 
tenusa e dos dois catetos, respectivamente: Neste item vamos calcular o seno, o cosseno e a tangente 
dos ângulos de 30º, 45º e 60º. Isto será feito escolhendo-se 


triângulos particulares para cada caso. 
Ângulo de 30º e de 60º: partindo de um triângulo equi 


látero ABC de lado e traçando sua altura AH, construímos 
o triângulo retângulo AHC, onde CAH = 30º e HCA = 60º. 





Neste triângulo, temos: a: hipotenusa; 
b: cateto oposto a á; 
c: cateto adjacente a à. 


Utilizando todos estes elementos, podemos escrever: 


sen a= D. = Cateto oposto 


a hipotenusa 
cos q = £ = eo adjacente 
a hipotenusa 





b - cateto oposto 


ga = : 
Cc cateto adjacente 
3 o eo o “a 
Já sabemos que AH = 2" pois AH é altura do triân- 


ANGULO/VALORES NOTÁVEIS 


Exemplos 


1. Consideremos o triângulo retângulo seguinte: gulo equilátero, e que HC = + 


c Analisando o triângulo AHC, temos: 
f 
HE .2,1 
sen 30º === =L2=+ 
, AC “Toa 
5 à tv3 
AH 2 V3 
C 30º :TC—— & ———. = —— 
e AC St 2 
t 
a 
B E) A 8300 mes 2 1 LT NS 
3 AH tv3 2 v3 3 
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No mesmo triângulo AHC, ainda temos: 





tv3 ” 
E: O 
sen 60 AC f 2 2 
fá 
cos 60º = HC = 2 = Als ie. c 
Ka f 2 
fv3 Solução 
AH 2 nc. a dg ri = 
2 AB 3 2 6 = 
cd dra Dust Dera = a 2 
RR So AM ig RO 


Ângulo de 45º: partindo de um quadrado ABCD, de 
lado €, e traçando sua diagonal AC, obtemos o triângulo re- 
tângulo ABC, de ângulos agudos iguais a 45º, e cuja hipote- 
nusa AC mede f v2 (pois AC é diagonal de um quadrado 
de lado (). 


ca a seu critério. 


cio. Dado: tg 50º = 1,192. 





OBSERVAÇÃO Estes valores trigonométricos ago- ' 
ra calculados têm grande utilização nos exercícios de tri- Solução 
gonometria e, por isso, convém sabê-los de cor; então, C 
vamos reapresentá-los na seguinte tabela: 











20 m 
No triângulo retângulo ABC, temos tg 50º = a ou 
seja, 1,192 = BC » BC = 1,192 x 20 = 23,84m. 


20 
EXERCÍCIOS Portanto, a altura do edificio é h = BC + 1,70 = 23,84 


+ 1,70 = 25,54 m. 


À. Determinar a hipotenusa BC e o cateto AC no triângulo h = 25,54m 
retângulo seguinte: 


Você poderia usar também o teorema de Pitágoras, para 
obter AC, depois de obter BC trigonometricamente; isso fi- 


2. Um observador de 1,70 m de altura avista o topo de um 
edificio sob ângulo de 50º com a horizontal. Se a distância 
do observador ao edifício é 20 m, calcule a altura do edifi- 


i TRIGONOMETRIA DO TRIÂNGULO/VALORES NOTÁVEIS 


hq] 
hd] 
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93. Calcule a altura h da figura. Dados: tg a = 0,5; tg B = Para calcular a área S do triângulo, usamos a fórmula do 
1,5ed = 40m. exercício anterior: 


2 gear brsena ço 10: 12:sen30º À 
2 2 
= S = 60 * sen 30º. 


Como sen 30º = 1/2, temos: S = 60x 1/2 = 





6. Calcule a área S do triângulo seguinte, em função de h 





Solução i 4 ! 
No triângulo retângulo BCD: tg B = — = 1,5= 5 = e dos ângulos à e . 
A 
- [h= Lx] 
No triângulo ACD: tg a = Micaaé 6 Abç Ch 
d+x 2 
=x s4g+x=)Ko2x=40=x=20m 
40 + x B o c 
Como h = 1,5x => h=1,5x20m =| h=30ml. é 


Solução 


4. Determine a área S do triângulo seguinte, em função dos Fazemos BC = a: 


lados a e b e do ângulo à formado entre eles. A 





4 O a o 
FS Solução LA 


No triângulo ABC dado, construímos a altura BH = h Ji 
relativa ao lado AC: Inicialmente, temos: S = Fa (1); falta-nos obter BC = 


a. Para isso, observe que: 


NoA AHB:tga = BÉ > BH=AH-tga=h-tga 











AH 
ca AMA No 4 AHC:tg 6 = DE» HC=AH tg B=h"1gb 
e ——e— |) sc] 
Agora: 
Temos: S = taseXaltura , b-h (7) a=BC=BH+HC=h-tga+h-tgp= 
- - >a=h(tga + 1g) 

Er Agora, no triângulo CHB, retângulo em H, temos: Mbihadada 1) ea D, iii Dindi 

> sena=HB.hon=a-sena (1) 

< BC a s = Bítga + 12 B) 

S Substituindo (1) em(T) obtemos: é 

[TA] 

Ss a: b-sena 

md 00 ———> > Aa > 

E Triângulos quaisquer 

= 

*<L 5. Num triângulo ABC, os lados AB e AC medem, respec- Estudaremos agora a lei dos senos e a lei dos cossenos; 

Es tivamente, 10 cm e 12 cm. Determine a área desse triângulo essas duas leis podem ser aplicadas em qualquer triângulo, 

Fa sabendo que o ângulo À mede 30º. inclusive em triângulos retângulos. Na verdade, o que ocor- 

«<L ' re é que para os triângulos retângulos normalmente usam-se 

Solução 5 

” Construímos um triângulo com os dados do problema: particulares definições de seno e de cosseno vistas ante- 

= su P riormente e não essas duas leis que vêm a seguir. 

to B 

= 

o Lei dos senos: em todo triângulo, a medida de cada 

[Es o lado é proporcional ao seno do ângulo oposto a esse la- 
= - do; a razão da proporção é igual ao dobro do raio da cir- 
78 cunferência circunscrita ao triângulo. 

Ag C 
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a b 


c 
— e : = 2ºR 
1 con A sen É sen O 





Lei dos cossenos: em todo triângulo, o quadrado da 
medida de qualquer lado é igual à soma dos quadrados 
das medidas dos outros dois lados menos o dobro do pro- 
duto das medidas desses dois lados pelo cosseno do àn- 
gulo formado por eles. 


Para a resolução de exercícios, baseie-se nas seguintes re- 
gras, válidas em geral: 

e se são conhecidos dois lados e um ângulo do triângulo, 
usamos a lei dos cossenos. 

e se são conhecidos dois ângulos e um lado do triângulo, 
usamos a lei dos senos. 


ATENÇÃO Como agora estamos trabalhando com 
triângulos quaisquer, pode acontecer que um dos ângu- 
los do triângulo seja obtuso (ângulo de medida entre 90º 
e 180º); por isto, agora, faz-se necessário saber o que é 
seno e cosseno de um ângulo obtuso. 

Faremos então duas definições que serão justificadas 
posteriormente ao longo deste curso. 

1? definição: 


O seno de um ângulo obtuso a é igual ao seno do seu 
suplemento (180º — a). 


Simbolicamente, temos: | sen a = sen (180º — q) |. 


Exemplos 


V3 
1. sen 120º = sen (180º — 120º) = sen 60º = 5 

v2 
2.sen 135º = sen(180º — 135º) = sen 45º = "57 
3. sen 150º = sen (180º — 150º) = sen 30º = > 


2º definição: 
O cosseno de um ângulo obtuso a é igual ao oposto 
do cosseno do seu suplemento (180º — a). 


Simbolicamente, temos: | cosa = — cos (180º — a) |. 








Exemplos 
1. cos 120º = — cos (180º — 120º) = — cos 60º = — 


2. cos 135º = — cos (180º — 135º) = — cos 45º 


3. cos 150º = — cos (180º — 150º) = — cos 30º 


1. Num triângulo ABC, os lados AB e AC medem 10 cm 
e 12 cm, respectivamente, e o ângulo formado por eles me- 
de 60º. Calcule o lado BC. 

Solução 





12 


Aplicando a lei dos cossenos, temos: 
x = 10?+122-2-10-12-cos60º = 100 + I44 + 


+ 240 - (0,5) — 


2. (FEI-SP) Calcule a medida do lado AC do triângulo ABC, 
sabendo que o lado AB mede 10 v2 cm. 


A 


/D 
105º 


B 30 Pe e 


Solução 
Como À + B + C = 180º, obtemos: 


105º + B + 30º = 180º e, portanto, 


Aplicando a lei dos senos, temos: 


AC [AB | AC (102 “AC. cen 
sen B sen C sen 45º sen 30º 


= 102 -sen 45º > 


1 e NQ 


3. Um triângulo ABC está inscrito numa circunferência de 
raio 12 cm. Calcule o lado BC, sabendo que o ângulo inter- 
no À mede 30º. 


Solução 
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9. Calcule a altura h da figura. Dados: tg a = 0,5; tg B = 


1,5ed = 40m. 
D 





Solução h h 
No triângulo retângulo BCD: tg B = — = 1,5 


x 
h 


1a . = - 1 = 
No triângulo ACD: tg a Aê 2 





=X s40+x=3%x=2%x=40>x%x=20m. 
40 + x 


Como h = 1,5x => h=1,5x20m =[h=30ml. 


4. Determine a área S do triângulo seguinte, em função dos 
lados a e b e do ângulo à formado entre eles. 





Solução 
No triângulo ABC dado, construímos a altura BH = h 
relativa ao lado AC: 





a Du das bra - A D 


Agora, no triângulo CHB, retângulo em H, temos: 


Ds abh=a 
send = 5 E h=a:senda (7) 
Substituindo (7) em(T) obtemos: 
a:b-sena 
2 

5. Num triângulo ABC, os lados AB e AC medem, respec- 
tivamente, 10 cm e 12 cm. Determine a área desse triângulo 
sabendo que o ângulo À mede 30º. 


Solução 
Construímos um triângulo com os dados do problema: 


B 
NS, S 
Rates + 


S = 


Para calcular a área S do triângulo, usamos a fórmula do 
exercício anterior: 


g=2"brsena go 10: 12:sen30º À 
CAE o Zoo” 
= S = 60 - sen 30º. 


Como sen 30º = 1/2, temos: S = 60x1/2 = 


- [Ear] 


6. Calcule a área S do triângulo seguinte, em função de h 
e dos ângulos à e p. 


Ch 


Solução 
Fazemos BC = a: 





Inicialmente, temos: S = | + (1); falta-nos obter BC = 


a. Para isso, observe que: 
No A AHB:tga = SE = BH=AH-tga=h-tga 
No 4 AHC: tg = TE = HC=AH -tgp=h-tgP 


Agora: 
a=BC=BH+HC=h-tga+h-tgp= 
>a=h(tga + tg B) 


Substituindo (7) em (1), temos finalmente: 


2 
g = lltga + tg B) 


2 


Triângulos quaisquer 

Estudaremos agora a lei dos senos e a lei dos cossenos; 
essas duas leis podem ser aplicadas em qualquer triângulo, 
inclusive em triângulos retângulos. Na verdade, o que ocor- 
re é que para os triângulos retângulos normalmente usam-Se 
as particulares definições de seno e de cosseno vistas ante- 
riormente e não essas duas leis que vêm a seguir. 









Lei dos senos: em todo triângulo, a medida de cada 
lado é proporcional ao seno do ângulo oposto a esse la- 
do; a razão da proporção é igual ao dobro do raio da cir- 
cunferência circunscrita ao triângulo. 
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Lei dos cossenos: em todo triângulo, o quadrado da 
medida de qualquer lado é igual à soma dos quadrados 
das medidas dos outros dois lados menos o dobro do pro- 
duto das medidas desses dois lados pelo cosseno do âàn- 
gulo formado por eles. 


* bc * cos À 
“ac * cos B 
«ab: cosC 


H ] H 
[+ | 
3 ds ". 


Para a resolução de exercícios, baseie-se nas seguintes re- 
gras, válidas em geral: 

* se são conhecidos dois lados e um ângulo do triângulo, 
usamos a lei dos cossenos. 

e se são conhecidos dois ângulos e um lado do triângulo, 
usamos a lei dos senos. 


ATENÇÃO Como agora estamos trabalhando com 
triângulos quaisquer, pode acontecer que um dos ângu- 
los do triângulo seja obtuso (ângulo de medida entre 90º 
e 180º); por isto, agora, faz-se necessário saber o que é 
seno e cosseno de um ângulo obtuso. 

Faremos então duas definições que serão justificadas 
posteriormente ao longo deste curso. 
1º definição: 


O seno de um ângulo obtuso a é igual ao seno do seu 
suplemento (180º — a). 


Simbolicamente, temos: | sen a = sen(180º — a) |. 


Exemplos 
1. sen 120º 


sen (180º — 120º) = sen 60º = 
2. sen 135º = sen (180º — 135º) = sen 45º = 
3. sen 150º 


sen (180º — 150º) = sen 30º = 
2º definição: 


O cosseno de um ângulo obtuso a é igual ao oposto 
do cosseno do seu suplemento (180º — a). 


Simbolicamente, temos: | cosa = — cos (180º — a) |. 





Exemplos 


1. cos 120º = — cos (180º — 120º) = — cos 60º = — 3 
v2 
2. cos 135º = — cos (180º — 135º) = — cos45º = — 5. 
v3 
3. cos 150º = — cos (180º — 150º) = — c0s30º = — 57 


EXERCÍCIOS 


1. Num triângulo ABC, os lados AB e AC medem 10 cm 
e 12 cm, respectivamente, e o ângulo formado por eles me- 


de 60º. Calcule o lado BC. 
Solução 





12 


Aplicando a lei dos cossenos, temos: 
10º + 12? - 2-10-12-cos60º = 100 + 144 + 


+ 240 — (0,5) pets EEE 


2. (FEI-SP) Calcule a medida do lado AC do triângulo ABC, 
sabendo que o lado AB mede 10 v2 cm. 


x? 


A 
/D 


8 .. c 
Solução | E: 
Como À + B + C = 180º, obtemos: 


105º + B + 30º = 180º e, portanto, 


Aplicando a lei dos senos, temos: 


AC AB | AC  10v2 
senB sen  sen45º sen30º 
= 10v2 - sen 45º > 


] o N2 
> AC: =102:5 = AC = 20 cm |. 


3. Um triângulo ABC está inscrito numa circunferência de 
raio 12 cm. Calcule o lado BC, sabendo que o ângulo inter- 
no À mede 30º. 


= AC - sen 30º = 


Solução 
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St 
O E RELAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS/1º e 2º RELAÇÕES FUNDAMENTAIS 





Pela lei dos senos, temos: 
x bo O, “SN q ” 
sen 30º sen B sen C 2R sen 30º 2R 


= x = sen 30º - 2R = (0,5).2. 12 = [x = 12cm |. 


4. No triângulo ABC da figura, calcule o ângulo À, sendo 
a =2b. 





RELAÇÕES 


TRIGONOMETRICAS 





Neste capítulo vamos estabelecer as relações entre o se- 
no, O cosseno e a tangente de um ângulo agudo e definir se- 
cante, cossecante e cotangente a partir das três primeiras re- 
lações já conhecidas. 


Primeira relação fundamental 


Para todo ângulo agudo a temos: 


sen? a +cos? qa =] 


Esta relação decorre da análise do triângulo retângulo da fi- 
gura seguinte: 





” b E 
Nesse triângulo temos: sen a = a E EU Apli- 


cando o teorema de Pitágoras, obtemos: b? + c? = a?; divi- 
dindo ambos os membros dessa igualdade por a?, obtemos: 


SR A DR 
onde dat dm o hd > a 


Nesta última igualdade, fazendo b/a = sena e cla = 
= cos q, obtemos: (sen a) + (cosa)? = | = sen'a + 
+ costa = 1. 

Nesta equação, as notações sen” a e cos” a representam, 
respectivamente, (sen a)? e (cos a)”. Esta igualdade serve para 
se calcular o cos a a partir do sen a e vice-versa. 


> b-v3- 


Solução 


Aplicando a lei dos cossenos para o lado AB, vem: 


ci=a+b? — 2ab - cos 60º e, comoa = 2b e cos 60º = 
= 1/2, obtemos: 


C=4b+b? — 22b.b(1/2) = 5b? — 9h? 5 


Pela lei dos senos, temos: 


E. SR 
[6] a 
sen 60 sen À 


sen Ã=2b-D = senÃ=1=]|À=90º 


>c:senÃ=a-sen60º 5 





' 


Segunda relação fundamental 


Vamos demonstrar que, para todo ângulo agudo q, temos: 


en q 
tg — Sen a 
cos q 


Chegamos a essa conclusão, analisando o mesmo triân- 
gulo do item anterior; nele, temos: 
E 


ga=2 eng=Decsas+. 
c a a 


Podemos então escrever que: 


b 
sena a =D =ta; 
cos a ES c 

a 


isto confirma a 2º relação fundamental. 


EXERCÍCIOS 


1. Sendo a um ângulo agudo, calcular cos a sabendo-se que 
sena = 8/17. 


Solução 
Na 12 relação fundamental fazemos sen a = 8/17: 


sen?a+cos'a=l = 


>» ne j 2 = = Sa 2 =]> 
(17) + cos! a l 289 + cos“ d 
64 225 ca la 
costa = 1 289 cos 289 cos à ] 


Como a é agudo, cos a é positivo; portanto: 


cos a = > 


2. Calcular tga (a é ângulo agudo), sabendo-se que 
cosa = 12/13. 
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Solução 


sena + cosa =|] > 


2 
-sema+(15)=1-senta=1 - Jo, 
169 


EE = 4.5 
na O gen EE] 
Como «a é agudo, sen a = a 
Lembrando a 2º relação fundamental, temos: tg q = <t2-0 


cos q 
e, portanto, tg 4 = “na > 





3. Sendo tg a = 4/3 (a agudo), calcular o valor da expres- 


são E = I0sena — >" cosa. 


Solução 


sen q 


Usamos a 2? relação fundamental: | tg a = Er 





A sit. — A cos q 
a dad cos q E 3 D. 


Substituindo (D) na 1? relação fundamental, temos: 


4 cosa 4 
sen'a+cos!a=l= (+ema + cosa=1=> 


16 cos? q 
ES  —eeeeme em 


9 + costa=1| => I6cos!u+9cos!ta=9=> 


9 3 
E 2 = — 2 Z— = =+—=. 
25 costa =9 cos” a 25 cosa = + 5 


Como a é agudo, temos | cosa = 3/5 |. 


Substituindo cos a = 3/5 em (T), temos: 
3 12 


4x> 
sen q = » - seng=-— > ARE A à 
3 3 5 


Substituindo os valores de sen a e cos a em E, obtemos: 


E=10x5 -x5=8- |=7.Logo,[E=7 |. 


Secante, cossecante e cotangente 


Definiremos agora três novas razões trigonométricas: a 
secante (sec), a cossecante (cossec) e a cotangente (cotg); es- 
sas três definições são válidas para todo ângulo agudo a: 





cos q 
sen €L 


cotangente de q = cotg a = 


= q = 
secante de q = sec no 


cossecante de a = cossec a = sm 





EXERCÍCIOS 


1. Sendo a um ângulo agudo tal que sena = +. calcule 
Cos 4, tg 4, sec q, cossec a e cotg a. 

Solução 

Cálculo de cos a: 


senta + costa = | esena = + > 


4 
e Ii 
> 


Cálculo de tg a, cotg a, sec a e cossec a: 











. senda 3/5 3 
t 6!  —— — —— = o A 
5 cosa — 4/5 pa 
cotg a — | = = | cotga = e 
tg a 3/4 3 
sec q = l =>-——— > |secaz= 5 
cos q 4/5 4 





cossec q = Dig a e =» | cosseca = > 
sen a 3/5 3 


2. Sendo a um ângulo agudo, calcular cosseca sendo 
seca = 2v2. 
Solução 

Por definição de secante, a secante é o inverso do cosse- 


no e, portanto, o cosseno é o inverso da secante; simbolica- 
mente, temos então: 


> cosa = > cosd = ——. 
cos q sec q 242 











Sec = 


Agora, usamos a 1? relação fundamental: 





IN 
sen'a + costa = 1 - senta + (— =|> 


> sen'a + 


a =. 
Como a é agudo, sen a “gs 
Agora usamos a definição de cossecante: 


l 
cossec 4 =——— | = 
sen q 


5 vs 22 





Ê 
de O ! vi Vi 
Vs 


Racionalizando o denominador desta última fração, temos: 


2v14 
cossec q = z 





= cossec Q = 





3. Calcular o valor de tg x sabendo que 


senlx - 5: senx: cosx+ 6: costx = 0 


Solução 
O problema pede para calcular tg x e nos dá uma equação 


o] RELAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS/SEC, COSSEC E COTG 
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CO 
O EE sen, COS E TG NO CICLO TRIGONOMÉTRICO/CONCEITOS 


sen X 





em sen x e cos x; lembrando que tg x = E dividimos 


a equação dada por cos*x: 


sen?x S - senx * COSX + 6: cosx — 0 


- . o E dá 
senx Y  5"senx LOS XT, 6 = 
Cos X * Cos-x 


(gx) —- 5 -tgx+6=0. 


Agora, basta resolver esta equação de segundo grau na 


incógnita tg x: 
A=b' -4ac=>o A=25-416=25-24>=A4=1. 





tg x = +, 3 
e a 
Portanto, temos: tg x = “217 = | 


Finalizando: | tgx = 2 outgx=3 


SENO, COSSENO E 
TANGENTE NO CICLO 


TRIGONOMETRICO 





Anteriormente aprendemos os conceitos de seno, cosse- 
no e tangente para arcos e ângulos agudos, através do triân- 
gulo retângulo. Vamos agora ampliar esses conceitos para 
arcos quaisquer. 


Conceitos fundamentais 


Ciclo trigonométrico: é uma circunferência com raio 
o igual a 1, na qual se adota um 

ponto À chamado origem dos 

N arcos (geralmente é o ponto 
mais à direita da circunferên- 

cia) e o sentido positivo de per- 
curso como sendo o sentido 


anti-horário (o sentido horário 
é o sentido negativo). 


Arco trigonométrico: é um arco contido no ciclo trigono- 


métrico com origem no ponto À e que terá medida positiva 
se for percorrido no sentido anti-horário (caso contrário, te- 


rá medida negativa). 








4. Sabendo que sen x * cosx = V3/4, calcule o valor nu- 
mérico da expressão sen'x + cos'x. 
Solução 

Analisando o enunciado do problema percebemos que nos 
foi dada uma equação em sen x e cos x e à pergunta é tam- 
bém uma função de sen x e cos x; por outro lado, sabemos 
que estas duas funções trigonométricas estão relacionadas pela 
fórmula: sen?x + cos?x = 1. 

Elevamos esta última igualdade ao quadrado para gbter 
sen'x e cos*x, que-constam do enunciado do problema: 


sentx + cosix = | = (sen?x + cos!x) = (1)? = 
> sen'x + 2 - sen'x * costx + cos'x = | > 


-— 


= sen'x+2- (senx: cosx)'+cos'x= 1 = 


= 
- sente 42: (5) + costs = 1 = 


> sen'x + 3/8 + cos'x = 1 > 


= sen'x + cos'tx = | — E = | sen'x + cos'x = 5/8 |. 


Na figura anterior, AM é um arco trigonométrico de ori- 
gem À, extremidade M, com medida positiva, pois seu sen- 
tido de percurso é o anti-horário; AP é um arco trigonomé- 
trico de origem À, extremidade P e medida negativa, pois 
seu sentido de percurso é o horário. 


Quadrantes: dividimos o ciclo trigonométrico em quatro 
partes utilizando dois eixos perpendiculares entre si (chama- 
dos de eixo dos senos e eixo dos cossenos, conforme a figura 
seguinte) ambos passando pelo centro do ciclo e um deles 
(o dos cossenos) passando pelo ponto origem À. Obtemos 
assim os pontos B, A' e B”, intersecções desses eixos com 
o ciclo: 


eixo dos senos 


eixo dos 
co-senos 





Chamamos de quadrante a cada uma dessas quatro partes 
em que ficou dividido o ciclo. Os quadrantes AB, BA”, A'B' 
e B'À são chamados de 1º, 2º, 3º e 4º quadrantes, respec- 
tivamente. 

Nessa situação, um arco marcado a partir do ponto À é 
do 1º, 2º, 3º ou 4º quadrante se ele terminar entre os pon- 
tos A cB,BeA',A'eB' ouB'eA, respectivamente. 


Exemplos: 


AM = 60º = 1º quadrante 
AN = 140º > 2º quadrante 


AP = 200º => 3º quadrante 
AQ = 300º = 4º quadrante 
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Repare que, na figura anterior, Resumimos agora os sinais do seno e do cosseno nos qua- 
e no eixo dos cossenos, os valores positivos são marcados no tro quadrantes: 

sentido de O para À; os negativos, de O para A”; assim, 

temos OA = 1 ec OA" = —l; co-seno 
e no cixo dos senos, os valores positivos são marcados no áica 


sentido de O para B; os negativos, de O para B”; assim, as 
temos OB = 1 e OB' = —1. fd xi 


Finalmente, analisando o ciclo trigonométrico, obtemos 
Consideremos um ciclo trigonométrico de centro O com o seno e o cosseno dos arcos de medidas 0º, 90º, 180º, 270º 
os eixos de senos e cossenos; seja também um arco de medi- e 360º: 


da a, com origem À e extremidade M; definiremos agora 
seno, cosseno e tangente de a. 


Seno, cosseno e tangente 
de arco trigonométrico 


sen 


Seno: para se obter o seno de q, projeta-se o ponto M per- 
pendicularmente sobre o eixo dos senos, obtendo o ponto 
S; a medida algébrica (positiva, negativa ou nula) do segmento 


sen 0º = 0; cos0º «1 
sen 90º = 1: cos90º - O 





sen 180º = 0; cos 180º « -1 
sen sen 360º = O; cos 360º = 1 
o” DE is Tangente: para visualizar o conceito de tangente, precisa- 


mos definir, inicialmente, o eixo das tangentes. 
Consideremos, então, um ciclo trigonométrico de centro 
O e ponto origem À; tracemos um eixo paralelo ao eixo dos 
senos pelo ponto À, com sentido positivo igual ao do eixo 
Cosseno: para se obter o cosseno de q, projeta-se o ponto | dos senos, origem no ponto À e unidade de medida igual 
M perpendicularmente sobre o eixo dos cossenos, obtendo | ao raio do ciclo; este eixo é denominado de eixo das tangentes. 


o ponto C; a medida algébrica do segmento OC é o cosseno 
de a. 








cos 
cos OC = cosa 
Faremos agora a representação gráfica do seno e do cos- Consideremos agora um arco trigonométrico AM, de me- 
seno para os demais quadrantes; repare bem nos sinais. dida a; para se obter a tangente de a traçamos o segmento 
que une o centro O do ciclo trigonométrico com o ponto M, 
2º Q “o irá 3º Q extremidade final do arco; a seguir, prolongamos este seg- 


ESEN COS E TG DE ARCO TRIGONOMETRICO 


mento até cruzar o eixo das tangentes num ponto T; a medi- 
da algébrica do segmento AT é a tangente de a. 


sen tg 
cos 


cos 





OS = sen q 





cos 

Vejamos agora a tangente nos demais quadrantes; repa- 
re, ao final, a distribuição de sinais da tangente nos qua- 
drantes. 


OC = cosa 
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cos 


cos 


sinais da 
tangente 


ATENÇÃO Os arcos que terminam nos pontos B e B' do 
ciclo trigonométrico não têm tangente, pois a reta que passa 
pelo centro O e pelas extremidades desses arcos é paralela 
ao eixo das tangentes; portanto, não existe o ponto de inter- 
secção T, que define a medida da tangente: 


sen 19 


cos 


=> * tg 270º 





Vamos agora mostrar que as definições de seno, cosseno 
e tangente introduzidas através do ciclo trigonométrico são 
equivalentes àquelas apresentadas para o triângulo retângulo. 

No triângulo retângulo trabalhamos com ângulos agudos, 
isto é, com arcos do 1º quadrante: 


sen tg 


cos 





Sabemos que, no ciclo trigonométrico, OS = sen a, OC = 
= cosa, AT = tga,e OA = OM = 1, pois são os raios 


do ciclo. 
Temos então que, por um lado, o seno do arco trigono- 


métrico AM de medida a é OS, que por sua vez é igual a 


CM:| sena = OS =CM | (D 


Por outro lado, no triângulo retângulo OCM, seno do 
ângulo de medida a é a razão entre o cateto oposto a à ce 


a hipotenusa, isto é, 


— cat. oposto 


sen q 





hipot 


Comparando (D e (1) concluímos que as duas defini- 
ções são equivalentes. Analogamente, tiramos as mesmas con. 


clusões para o cosseno e a tangente. 

A partir destas conclusões percebemos que as seguintes 
relações trigonométricas anteriormente demonstradas para 
ângulos agudos também podem ser aplicadas para os arcos 


trigonométricos: 





sen'a + cosa =l 


* Cossec q 
a 


EXERCÍCIOS 


1. Sendo x um arco de 2º quadrante e sen x = 4/5, calcule 
Cos X. 
Solução 
Usando a relação fundamental sen? x + cos? x = 
tituindo sen x = 4/5, temos: (4/5)? + cos*x = 1 > 
> cossx=1— (4/5) = costx = 1 — + na 2 
Extraindo a raiz quadrada, temos: cosx = t 3/5; a es- 
colha do sinal depende do quadrante ao qual pertence o ar- 
co de medida x; pelo enunciado, x pertence ao 2º quadran- 


te, onde o cosseno é negativo; logo, temos: | cosx = — 3/5 |. 








2. Sendo cossec x = + ça <x< 7, calcule tg x. 
Solução 
Como cossec x = REI e COssec x = , obtemos 
5 sen x 
l E a 
snNnXx=—— = —=— 
, cossec x 13 
Como tg x = ond » precisamos calcular cos x. 
Cos x 
Para isso: 
2 ds me 2 - 25 — 
sen'x + costx = | = cosx=1-—sen'x=1- 9 
144 12 
= — =+t-—== 
169 cosx = + + 3 
ual 


Agora, a escolha do sinal depende do quadrante ao q 


pertence o arco x. Como = <x<7m,xédo 2º quadrante: 





O cos x é, então, negativo. Portanto, cos x = — E y 
Finalmente, tgx = Se0x 2 53 de 
cos x — 12/13 12 
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3. Sendo cos x = 2sen x 0 < x < 7/2, calcule sen x e 
Cos x. 
Solução 
Com a equação dada e a 1? relação fundamental cons- 
truímos um sistema de equações: 
cosx = 2senx 
sen?x + cos?x =| 
Substituindo a 1? equação na 22, temos: 
sen?x + (2senx) = | 
sen?x + 4sen'x =| 
5sen?x = 1 => sen'x=ãl/5 
Extraindo a raiz quadrada e racionalizando a expres- 
V5 
são obtida, temos: senx = + E 


Como x está no 1º quadrante (vide enunciado), conclui- 
mos que o seno é positivo; logo: | senx = V5/5 |. 


Usando a equação dada no enunciado, calculamos o cos- 


seno: cosx = 2senx > | cosx = 2 5/5 |. 


4. Sendo x tal que sen x = Ym/2e cos x = (m-— 2/2, calcu- 
le m. 
Solução 

Iniciamos determinando as condições de existência das 
raízes: 


CE: | (02 € Rem 20€ 
““(m-22€R=m-2>0=m>?2 


Substituindo as equações dadas na 12 relação fundamen- 


vm N? 
tal, temos: sen?x + costx = 1 > E] + 


o EL m m — 





2 
3 4a to q =l=2m-2=4 


> 2m=6>m=3, 


Verifica-se que o valor m = 3 satisfaz ambas as C.E. 


(m >22em >õO0)e, portanto, [m=3| 


9. Sendo sen x + cos x = 7/5, calcule o valor da expressão 
E = senx - cosx. 
Solução 

Um possível caminho de resolução é resolvendo o sistema 


senx + cosx = 7/5 
sen?x + cos?x = 1 


As soluções deste sistema são os valores de sen x e cos x 
que, substituídas na expressão dada, fornecem a resposta final. 
Um caminho mais rápido (com muito menos “contas”) 
é o seguinte: elevamos ambos os membros da equação do 
enunciado ao quadrado: 
(senx + cosx) = (7/5) = senlx + 2 - senx: cosx + 
cos! x = 49/25 


sen'x + costx=le 


Como: SEnXx * COSX = E, temos: | + 2 + E = 
Í = 49 24 
»2. ET —- e 
49/25 PA — l 


portanto, | E = 12/25 |. 


6. Sendo cos x = 12/13, com x pertencente ao 4º quadran- 
te, calcule tg x. 
Solução 
. E — Sen x 
Como, pela 2? relação, tgx cos x” Precisamos conhe 


cer sen x e cos x para poder calcular tg x. Então, começa- 
mos pela 1? relação, calculando sen x: 
sen'x + costx = | = sen?x + (12/13) = | > 





144 a 144 
> - — TE => = —.. — 3 
sen? x + 169 ] sen” x | 169 
169 


Extraindo a raiz quadrada, obtemos: senx = + ER 
Como x pertence ao 4º quadrante, o seno é negativo, e, 


portanto, | senx = —5/13 .. 


Usando a 2? relação, calculamos a tangente: 








ci dd EX = 573 tg x 5112 |. 
7. Sendox/2<x<xetgx=-—3,calculesenxecosx. 
Solução 


Montamos um sistema usando a 1? e a 2? relações fun- 
damentais: 


en x 





sen?x + cos'x = 1. Substituindo a equação(T) temos: 


(-3 : cosx)) + costx = | =» 9costx + cos!x = 1 » 
] 
o 
Como x/2 < x < x (2º quadrante), escolhemos o sinal 
(O para o cosseno; a seguir, racionalizando a última expres- 


10 
são, obtemos: E 





l 
> I0cos!x = 1 => costx = o » CSL= | 


10 
Sendosenx = -3-cosx=>senx= s3-(-10)= 
3 J10 
=» | senx = 0. 


8. Sendo x tal que O < x < n/2e sen x = 8/17, calcule sec x. 
Solução 
Pela definição, temos: sec x = = logo, precisamos 


primeiramente conhecer o cosseno para depois calcular a 
secante. 


Usando a 1? relação fundamental, temos: 


2 
sen'x + cosix=1I > E) ly = a. 
sSx=1 (E + cosêx = 1 289 + 
Pe a des ic Mo... 25 
+cosêx = 1 cos* x l 289 “cao 


.15 
fios (como x pertence ao 1º quadrante, escolhe- 


mos 0 cosseno positivo). 


Agora, se cos x = - > secx = l 
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9. Sendo cotg x = 1/4 com x pertencente ao 3º quadrante, 
calcule sen x. 
Solução 

Lembrando a definição de cotangente, temos: 


cos x 1 Cos x 
cogx = SEE = o OX O [ane od cr] 
5 sen x 4 sen x â* cosx (D. 


Substituindo este último resultado na 1? relação funda- 
mental, temos: 
sen'x + cos!tx =| =(4-cosx) + cos!x = 1 = 
= l6cos!x +cos!x = I=17cos!x=l=cosx=il/l7= 





gTçAE Ea o 
> cosx= É “Ro como x pertence ao 3º quadrante, esco- 


a qo E 
lhemos o sinal negativo; racionalizando o resultado obtido, 


temos: ida JT 
s 17 . 


Substituindo este resultado na expressão (1), temos: 
J17 


senx = 4-cosx => senx =á4 


E 4417 
» | MILA — 17 " 
10. Sendo sec x = 3, calcule cossec x. 
Solução 
Pela definição de secante: 





l l 
sSecx = >3=—— >53cosx=1l=> 
Cos x COS X 


l 
E] Cos X = — 


Agora, pela 1º relação fundamental, calculamos o seno: 


2 
sen? x + cost x = 1a sentx + (1) = Iosenix= = 
4 8, 24 
senx=+"5 ts 


Como não sabemos o quadrante ao qual pertence x, fica- 
mos com ambos os resultados: 


2/2 


senx = | 3 


Pela definição de cossecante: 








Cossec xXx = = COSsec x = i = + = = 
sen X + 2/2 2/2 
3 
6) [3 
= + ds . NZ = + 3v2 
2/2 12 4 
Portanto, temos: cossecx = £ E 


Relações derivadas 


Além das relações fundamentais, é interessante conhecer 
mais estas três relações que facilitam a resolução de alguns 
problemas, apesar de não serem indispensáveis. 

Admitindo-se que todas as funções que aparecem nas pró- 
ximas relações estão definidas, temos: 


anos (DR 
ES 


Usando a definição de cotangente e lembrando a 2% rela- 
ção fundamental, temos: 




















cotg x = £05 X 
sen x 
>» 
tg x = SN X 
Cos x 
| 
ul «1x SM CX, cotg x. 
tg x sen x sen x sen x 
Cos x 
Portanto, cotg x = Ex ou, seu equivalente, tg x = 
E 
cotg x. 
Exemplos 
l.setgx = 5 então, cotgx = 1/5; 


2.setgx = 2/3 então, cotg x = 3/2; 
3. se cotgx = —5/6 então, tg x = — 6/5. 


secix = 1 + tg'x 


Para esta demonstração simples, partimos do 2º mem- 
bro da igualdade: 


jacnêge + (Sex 3" o | 4 Semix ( 





COS X Cos? x 
os? x + sen? x l 1 2 
=008 XD à siogo, l+tg'x = =| ——— = 
Cos? x Cos? x COS X 


= (secx) = seclx. 


Exemplos 
l.setgx=2então,secdx=1+22=5=>secx= + V5; 
2. sesecx = 3então,3 = | +igix=> tg'x=8>1gx= 


+ E 2V2, 
cossecix = | + cotg'x 


A demonstração é análoga à anterior; partimos do 2º mem- 
bro da igualdade: 


2 2 
x 








sen x sen? x 
2 2 
n'x + cos? x Eai E 
= SNXT CO * , lopo, 1 + cotg'x = io 
sen? x sen”? x 
| 2 
= = (cossecx)' = cossec? x. 
sen x 
Exemplos 


1. se cossec x = 4, então: 42 = | +cotg'x > cotg' x = 15 
e, portanto, cotgx = E q15. 

2. se cotg x = 10, então cossec? x = 1 + 10? = 101 e, por- 
tanto, Cossec x = + J101 ; 


EXERCÍCIOS 


1. Sendo x pertencente ao 1º quadrante e sen x = 2/3, cal- 
cule cotg x. 
Solução 

Primeiro calculamos a cossecante para depois calcular- 
mos, a cotangente através da relação cossec? x = 1 + cotg” x. 





Sesen x = 2/3e cossec x = = E então cossec x = 3/2; 


sendo cossec!x = | + cotg' x = (3/2) = 1 + cotg'x = 
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=> 9/4 = I+cotg' x = cotg' x = 9/4 — 1] = 5/4; como x per- 
tence ao 1º quadrante, a cotangente é positiva, portanto, 


cotg x = 5/2 


2. Sendo tg x = 2/6, 0 < x < 7/2, calcule cos x. 
Solução 
Primeiro calculamos a secante pela relação sec? x = 1 + 
+ tg? x, a seguir, calculamos o cosseno a partir da definição 
de secante. 
secix = | +tgx=selx=1+(2/60)=1+4-6= 
=» seclix = 25 > secx = £5, 
Escolhemos sec x = 5 porque x pertence ao 1º quadran- 


te, conforme o enunciado. Sendo sec x = 5esecx = 


| 
Cos x 


3. Sendo tg x + cotgx = 5, calcule o valor da expressão 
E = tg'x + cotg' x. 
Solução 

Elevamos ambos os membros da igualdade dada ao qua- 
drado: (tg x + cotg x) = 5º 
tg?x + 2º tgx * cotgx + cotg'x = 25 

Na expressão anterior, tg'x + cotg'x = E; fazendo 


25 E + 
tg x 





3 


] 
(=—— ra : 
cotg x Tr obtemos: E + 2 - tg x 


+ 2 = 25, portanto, 


OBSERVAÇÃO Um outro método possível (bem mais 
trabalhoso) para este exercício é fazer tg x = y, 
] 
tg X 
desta equação obtém-se o valor de y e, portanto, de tg x. 
Por último volta-se ao enunciado e calcula-se o valor de E. 


cotg x = 


= E e resolver a equação y + E =5; 





4, Sendo O < x < x/2, simplifique a expressão: 

















fix) = —senx - tgx + secx 
Solução 
Substituindo tg x = UU X esecx = em f(x), te- 
Cos x Cos X 
à accil 
mos: fx) = — sen x - ot SD co fx) =. 
COSXx  COSX cos x 
] —sen'x + 1 
+ logo, | fx) =—=———— : 
cosx 59» Nx) cos x O 


Da 1º relação fundamental tiramos que: sendo sen? x + 
+ cos! x = 1, então 


cos?x = 1 — sen?x | 1) 


Substituindo (11) em (T) temos: 


cos? 
to = E = Lt) = cosx | 


9. Simplifique a expressão: y = Sen x sec x + cena Sec. Ea 
tgx + 1 
Solução 
Começamos colocando sen x em evidência no numerador: 
o RE Tg E A 


te x + . Lembrando que sec x = 








sen x * (sen! x o : + 1) 
e nos q = cos X = 
né tg?x + 1] 
2 
=. Acostx 47 
tg'x + 1 
n . 2 
Como 2X = gx, temos: y = SeRX" (tg x + 1) gx + 
Cos x tg? x + | 


Simplificando a expressão, obtemos: | y = sen x |. 


6. Considere a expressão y = 3 - senx + 4 definida para 
todo número x real; determine o intervalo de variação de y. 
Solução 

Pela definição do seno constatamos que o maior valor pos- 
sível de sen x é | e o menor possível é — 1 e, portanto, po- 
demos dizer que sen x varia de — 1 a +1, isto é: 

-] « senx 4 fl (D) 

Na expressão dada, isolamos sen x: 

y=3senx+t4=>y-d4=3-senx= L— 





Ea 
=senx 


Substituindo este último resultado em (T), temos: 





Agora, resolvemos separadamente as duas desigualdades: 


-IxISÊ = c3gy-so cs+4<gyo 


> | <y 
=. SU — = vw > , rj 
> Dl=y-423=y>23+4=[y>7 | 


Estes dois últimos resultados permitem escrever que: 
ISXys<ST 


7. Calcular a soma das raízes da equação 3tg? x — 43 tg x + 
+ 3 = 0, sabendo que x pertence ao primeiro quadrante 
(O < x <x/2). 
Solução 

Substituindo tg x = t na equação dada, temos: 

3? —4/3-1+3=0 

Agora, passamos a resolver esta equação de 2º grau: 
A=b-4:acc>A4=(-43) -4:3:32A= 
16:3-36=4=48-36=4=12=Vá= 
4-3=vA = 23 


El fa 
Logo, temos: t = dis st = 
4v3 + 243 
= 6 = v3 
43-N3 3 
Me 6 .3 


Lembrando que O < x < r/2, temos: 
u=I3>1gx=V32x=60º0x=ãmnh/3 
n=V33-1gx=V332x=30º0x=ãn/6 
Portanto, a soma das raízes da equação dada é: 


K Is K K 
— pp — = — = | resposta: —- 
3 6 2 


8. Dar o sinal da expressão E = cos l : sen 2 * tg 3. 
Solução 

As medidas 1, 2 e 3 dos arcos do enunciado são em radia- 
nos e não em graus, pois se fossem em graus viriam escritas 
como 1º, 2º e 3º, respectivamente. 
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j TRANSFORMAÇÕES DE ARCOS/ARCOS NEGATIVOS E ADIC 


Faremos então a conversão de radianos para graus para 
visualizar melhor o quadrante ao qual os arcos pertencem. 
Iniciamos com o arco de 1 radiano: 
r rad > 180º 


Il rad > x 
Logo, 1 rad é, aproximadamente, 57º e portanto é um 
arco de 1º quadrante tendo cosseno positivo. 


TRANSFORMAÇÕES 


DE ARCOS 





Com o nosso conhecimento de trigonometria, já sabemos 
definir as funções trigonométricas de um arco de medida a 
e estabelecer as relações entre essas funções. Essas relações 
(fundamentais e derivadas) permitem que se calcule os valo- 
res de todas as funções trigonométricas de um arco a desde 
que se conheça o valor de uma delas. 

Nesse capítulo aprenderemos a calcular as funções trigo- 
nométricas dos arcos de medidas —x, 2x, 3x, 4x, x/2,... a 
partir das funções trigonométricas do arco x; também apren- 
deremos a calcular as funções trigonométricas dos arcos de 
medidas a+b e a—b a partir dos arcos de medidas a e b. 


Arcos negativos 


Sendo x um número real positivo, vamos estabelecer as 
relações entre o seno, o cosseno e a tangente dex e de —x, 
respectivamente. Para isso, analisemos a figura seguinte: 


tg 





OS =senx 
OS' = sen(—sx) 
” OC =cosx 
OC =cos(-x) 
AT =tgx 
AT' = tg (—x) 


Da análise, concluímos que OS e OS” são iguais em mó- 


dulo, porém de sinais contrários; logo: 


Analogamente, 2 rad são aproximadamente 114º, sendo 


um arco de 2º quadrante com seno positivo. 


Finalmente, 3 rad são aproximadamente 172º, sendo um 


arco de 2º quadrante e, portanto, com tangente nepativa, 


Concluindo, nossa expressão ficará: 


E=cosl-sen2:tg3=E=()-(6)-OsEs 


= (>). Portanto a expressão E é negativa. 


Igualmente, AT e AT” são iguais em módulo mas com 
sinais contrários, por isso, temos: 


tg(—-x) = —1gx 


Por fim, repare que OC representa o cosseno tanto de 
x como de —x e, por isso, concluímos que: 


[ontc= cm] 


Exemplos 

1. sen(—- 30º) = —sen 30º = — 1/2; 
2. cos(— 45º) = cos 45º = V2/2; 

3. tg(—60º) = —1g 60º = —y3, 


Adição de arcos 


Vamos agora apresentar as fórmulas do seno, do cosseno 
e da tangente da soma de dois arcos (as demonstrações des- 
sas fórmulas estão fora dos objetivos deste curso e por isso 
serão omitidas). 
Seno da soma de dois arcos: sendo a e b dois arcos quais- 
quer, calculamos o seno da soma deles pela expressão: 


sen(a + b)= sena: cosb+senb : cosa 


Exemplos 


1. sen(30º +60º) = sen 30º - cos 60º + sen 60º * cos 30º; 
obtivemos esta expressão fazendo, na fórmula dada, a = 30º 


eb = 60º. 
Lembrando que sen 30º = 1/2, cos 30º = V3/2, 
sen 60º = V3/2 e cos 60º = 1/2, temos, na expressão an- 


terior: 
sen (30º + 60º) = 1/2 - 1/2 + V3/2 : V312 > 


> sen90º = 1/4 + 3/4 > sen90º = 1 |. 


Este último resultado já era esperado pois sabíamos que 
sen 90º = 1. Isto confirma que a fórmula apresentada “real- 
mente funciona”. 


2. sen 75º =sen(45º +30º)=sen 45º - cos 30º +sen 30º - cos 45º 
sen 75º = V2/2 - 3/2 + 1/2 - V2/2 > 
= sen 75º = V6/4 + V2/4 > 





3. sen(M + x)=senm - cosx — senx - cost. 
Como sen x = 0 ecosx = — |, temos: 
sen(t + x)=0-cosx+senx-(-1). 
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Portanto, | sen(t + x) = —senx |. 


Cosseno da soma de dois arcos: sendo a e b dois arcos 
quaisquer, temos: 


cos(a + b) = cosa * cosb — sena - senb |. 


Exemplos 


1. cos 60º = cos(30º + 30º) = 
> cos 60º = cos 30º *: cos 30º — sen 30º - sen 30º, 


Lembrando que sen 30º = 1/2 e que cos 30º = v3/2, 
temos: 
cos 60º = V3/2 - V3/2 — 12-12 5 
=> cos60º = 3/4 — 1/4 =| cos60º = 1/2 


Como este último resultado já era esperado, podemos acre- 
ditar na veracidade da fórmula apresentada. 


2. cos 75º =cos(45º +30º)=cos 45º - cos 30º — sen 45º - sen 30º 
=> cos 75º = V2/2 - V3/2 — V2/2 - 1/2. 


v6 V2 vV6 — v2 
4 


Logo, cos 75º = — — > | c05 75º = 


4 4 
3. cos (1/2 + x) = cos(n/2) * cosx — sen(n/2) * sen x 


Como: Bis q o 


+ Coto + = 0%008.— | semz 
sen(r/2) = | cos(x/ x) = 0 * cos | - senx 


cos(r/2 + x) = —sen x 


Tangente da soma de dois arcos: sendo a, be a+b arcos 
para os quais existe tangente, temos: 


- tga+tgb 
o idésda ESTE 


Exemplos 


1. tg 105º = o + 459)= —E60 +tgás 
g 105º = tg (60º + 45º) TT 18609 - tg 45º 


V3+1 


Racionalizando: tg 105º = ——— x ——— 
i L=mvã 1 


tg 105º = —2 — 3 |. 


ad Dad es = 


tg (mn + x)= EE o te(m + x)=tga |. 


d.Setga=2etgb=3, então: 


: sendo tg X = O, temos: 


tgla+b)= —lgatigb ( 2+3 (0 5. ed 
| -—- tgactgb | — 2x3 = 


Subtração de arcos 


As fórmulas do seno, do cosseno e da tangente da dife- 
rença de dois arcos decorrem das fórmulas do sen(a+b), 
cos(a+b) e tg (a+b) e das propriedades dos arcos negativos. 


Seno da diferença de dois arcos: lembrando quea — b = 
=a+(—b), temos: 


sen(a — b) = sen[a+(—b)) = sena * cos(—b) + sen(—b) * cos a 
Como: sen(-b) = —sen be cos(—b) = cos b, temos: 


sen(a-b) = sena: cosb + (—senb) * cosa 
sen(a —- b)= sena: cosb — senb : cosa |. 


Cosseno da diferença de dois arcos: analogamente ao 
caso anterior, temos: 


cos(a— b)=cos[a+(—b)J=cosa - cos(—b)- sena - sen(—b) 


cos(a-b) = cosa * cosb — sena : (—senb) 
cos(a-b) = cosa * cosb + sena : senb |. 
Tangente da diferença de dois arcos: por um procedi- 


mento análogo aos dois anteriores e usando: tg(— b) = —tg b, 
obtemos: 


—- Aga — tgb 
te(a — b) lI+1iga-tgb | 


Exemplos 
1. sen 15º =sen(45º — 30º)=sen 45º - cos 30º — sen 30º - cos 45º > 


> sen 15º = 2/2 - 3/2 — 1/2 - 22 > 


> sen 15º 





2. cos 15º =cos(45º — 30º)=cos 45º * cos 30º +sen 45º +sen 30º = 


= cos 15º = V2/2 - 3/2 + 42/2 - 112 » 


6 2 
= cos 15º = — + Ea 





via 


3. sen(x/2 — x) = sen(x/2) * cosx — sen x * cos(x/2) 


sen(r/2 — x)= (1) «cosx — senx 0 


4. cos(n/2 — x) = cos(x/2) * cosx + sen(7/2) * sen x 


cos(n/2 —- x)= 0 «cosx+ | :senx 


-  1g60º — 18300 
5. t8(60º — 50) = T+ rg 60º tg 30º 


Jg v3 33 — 3 
3 3 
= e 
| ee Era 
3 3 


E ARCOS/SUBTRAÇÃO 


Ê TRANSFORMAÇÕES D 


CO 
(o) 
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2/3 


e 


a 
Logo, tg(60º — 30º) = 12 30º = = = — mo 





OBSERVAÇÃO Com os resultados dos exemplos 3 e 
4 podemos concluir que: 


tg(n/2 — x) = sen(niZ — x) — cosx 


cos(r/2 — x) senx 


e, portanto, | tg(7/2 — x) = cotg x |. 


Repare que neste caso não se pode usar a fórmula da 
tangente da diferença pois não existe tg(7/2). 


EXERCÍCIOS 


1. Sabendo que senx = 3/5,0< x< n/2€ 

cosy = —5/13,m7 < y < 37/2, calcule sen(x — y). 
Solução 

Como sen (x — y) = senx : cosy — seny * cosx, preci- 
samos inicialmente calcular cos x e sen y. Para isso, temos: 














pe o< copa | e Dam 
a) costx = 1 — sen?x costx = 1 25 — 95 
> cosx= + E 
Como x é do 1º quadrante (o Ee É) » COS X É positivo 
e, então, cos x = 4/5. 
ly = c— ly > ly = — 2 = 
b) ms l — cos” per ] 169 
“69 > sem y + 4a: 
Como y é do 3º quadrante (x <y< 2) o E- 
' . 12 
negativo e, então, sen y = — —5. 


Agora, substituindo os valores dados e os obtidos, na expres- 
são de sen (x — y), temos: 


entx- qe. = tds 
“Cho sSo3 os 5 6: 
2. Sendo a + b = 135º etga = 2, calcule tg b. 


Solução 
Inicialmente observe, pela figura seguinte, que tg 
135º = —1. 


sen tg 





Voltando aos dados do problema, temos a + b = 135º = 
> b=135º -a=tgb=tg(135º — a). Desenvolvendo 
tg (135º — a) pela fórmula de subtração de arcos, temos: 


ppt pal os 


1 +18 135º -tga 1+(-1)-2 


o + == = [tgb=3]. 


3. Sabendo que tg x = 3, calcule cotg(x — 45º). 
Solução 

Vamos começar calculando tg(x — 45º). Sabendo-se que 
cotangente de um ângulo é o inverso da tangente do mesmo, 





temos que cotg(x — 45º) = 


te(x — 45º) * 
Pela fórmula da tangente da diferença, temos: 

E tgx — tg45º 3-1 z l 
tolx— 459)=—=>—— DD .-][1n=Dl=+— 
DD E cnadoo  TaGc E 

| 1 
. — Ol = ——-—-——-——— = — = p 
Portanto, cotg(x — 45º) tg(x — 45º) 1 
2 
4, Simplifique: y = sen(x + 45º) — sen(45º — x) 


Solução 
Empregamos as fórmulas do seno da soma e da diferença: 


y=senx:cos45º + sen 45º - cosx + 
— (sen 45º - cosx — sen x * cos 45º) 


y=senx: cos45º + sen 45º - cosx + 
— sen 45º - cosx + sen x * cos 45º 


Cancelando o 2º e o 3º termos e somando o 1º com o últi- 
mo, obtemos: y = 2 - sen x - cos 45º; sendo cos 45º = v2/2, 


v2 — 


9. Simplifique a expressão: 
y = cos [7 — x) + sen(7 — x) 


Solução 
Vamos desenvolver cada uma das duas parcelas do 2º 
membro: 


cos(37/2 — x) = cos(37/2) * cos x + sen(317/2) * sen x 
Amo) ls 


cos(3r/2 — x) = 0 “cox + (=1) “seas; 


logo, cos (3/2 — x) = —sen x (D 


sen(x — x) = senT : cosx — senx : cosT 
Ega Ed 
sen(x — x)= O -cosx- senx:(—1); 


" o. 


Substituindo(De (1) na expressão dada no enunciado, temos: 
y = cos(3n/2 — x) + sen(m — x) 


y=(-senx) + (senx) > [y=0). 


Duplicação de arcos 


Vamos calcular agora o seno, o cosseno e a tangente do 
arco 2a em função dos valores trigonométricos do arco a; para 
conseguir isso basta lembrar que 2a = a + a e usar as fór- 
mulas de adição de arcos. 
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Seno do arco duplo: como 


sen(a+b) = sena * cosb + sen b- cosa, então: EXERCÍCIOS 


sen 2a = sen(a+a) = sena * cosa + sena * cosa; 
e, portanto, 


sen2a =2:sena:cosa 


Exemplos 
1. sen 40º = sen(2x20º) = 2 - sen 20º * cos 20º. 
2. sen 70º = sen(2x 35º) = 2 - sen 35º * cos 35º, 
3. sen 4a = sen(2x2a) = 2 * sen 2a * cos 2a. 
X X X 
mm e é ci 6 1 sa 
4. sen x = sen (2 ; 2 : sen E) cos (*) 
Cosseno do arco duplo: como 
cos(a+b) = cosa * cosb — sena * senb, então: 
cos 2a = cos(a+a) = cosa * cosa — sena * sen a; 


e, portanto, 
cos 2a = costa — sen?a 
Exemplos 


1. cos 40º = cos(2x20º) = cos?20º — sen?20º. 
2. cos 100º = cos(2x50º) = cos?50º — sen?50º. 
3. cos 4a = cos(2xX2a) = cos'2a — sen'?2a. 


OBSERVAÇÃO A fórmula do cosseno do arco duplo 
(cos 2a = costa — sen'a) pode ser escrita de duas outras 
maneiras; de acordo com o exercício, escolhe-se a manei- 
ra mais adequada. Da 1º relação fundamental, obtemos: 
senta = | — costa (D 
costa = | — sen?a (1) 
Na fórmula cos 2a = costa — sen?a, substituindo-se 
temos: 














senta + costa = | > 


cos 2a = costa — (1 — cos?a) 
cos 2a = costa — 1 + costa 
cos 2a = 2costa — 1 |. 


Igualmente, substituindo (1) na fórmula do cosseno 
de 2a, temos: 


cos 2a = costa — sen?a 


cos 2a = | — sen?a — senta 


cos 2a = 1 — 2sen?a 


Tangente do arco duplo: lembrando que 
te(a+b) = —Ba +tgb 





|- tga-tgb” então: 
tg2a = tp(a+ta)= —lBa + tga 
| — tga-tga 
portanto; 
tg 2a — a, 
| — tg'a 
Exemplos 
l, tg da = tg(2 x 2a) = —2tg2a 
| — tg'2a 
A tg 50º = tg(2x 25º) = 2 tg ao” 
| =t9'25º * 


1. Sendo sen x = 3/5,com 0 < x < x/2, calcule sen 2x e 
cos 2x. 
Solução 

Inicialmente calculamos cos x, usando a 1? relação fun- 
damental: sen'x + cosix = | > cosix=1 — sen'x 5 
costx = | — = = + Como 0 < x < x/2(1º quadr.), 


O cosseno é positivo e, por isso, 
Agora usamos as fórmulas de duplicação: 


senx=2-senx-csx=2. 2. La A 
5 5 25 


B 2x = cos!x — sen'x = 


(5) - E E E E 
5 5) 25 25 25: 


2. (FAAP, SP) Calcule sen 2x, se sen x = + e x um arco 
do 2º quadrante. 
Solução 


Inicialmente cosix = | — sen'x = 1 — TE = + = 
v7 
>= cosx= E -— 


Como x pertence ao 2º quadrante, cos x é negativo, então, 


E 


A aa (NANDO 
sen 2x = 2:senx':cosx= (=) Es +) = — o 
3. Sendo cos(x/2) = 1/3, calcule cos x. 

Solução 


Fazemos a substituição de x/2 por a: 


= cos(x/2) = 1/3 e cosa = 1/5. 


Com essa substituição passamos a ter o seguinte proble- 
ma: dado cos a = 1/3, calcular cos 2a (que é o cos x). 
Das fórmulas de duplicação, temos: 


cos 2a = costa — senta = costa — (1 — cos'a) = 
> cos 2a = 2costa — 1; 
substituindo cos a = 1/3, temos: 


Como 2a = x, temos, finalmente: | cosx = — ç 
4. Sendo sena + cosa = 5/2, calcule o valor de sen 2a. 
Solução 

Lembrando que sen 2a = 2 - sena * cosa, precisamos 
descobrir o valor do produto 2 * sena * cos a; isto é possi- 
vel elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade 
dada: 

(sena + cosa) = (V5/2) = 

= senta + 2: sena * cosa + costa = 5/4. 


o 1 TRANSFORMAÇÕES DE ARCOS/DUPLICAÇÃO 
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2, 
e, 
=) 
[6 a 
(2, 
<= 
< 
5) 
A, 
O 
€ 
ea 
«<L 


ss 
NO 


gá E iodo j > |+sen2a=5/4 = 
sena - cosa =senZa enda=5/4- l= 


> | sen 2a = 1/4 


5. Sendo tg x = 2, calcule tg (x/2). 
Solução 

. Para não trabalhar com o arco metade x/2, fazemos a subs- 
tituição da variável: 


Com isso o enunciado do problema passa a ser: sabendo 
que tg 2a = 2, calcule tg a. Para resolvê-lo usamos a fórmu- 
la da tangente do arco duplo: 

| — tg'a | — tg'a 
>2-2pa=2ga=2ga+2iga-2=0= 


tg 2a 


> tpattga- 1=0 
Resolvendo a equação de 2º grau que obtivemos, encon- 
tramos dois valores possíveis para tg a: 





Arcos côngruos 


Quando definimos arcos trigonométricos, dissemos que 
eles sempre têm origem no ponto À do ciclo trigonométrico 
e têm medida positiva ou negativa, dependendo do sentido 
do percurso ser anti-horário ou horário, respectivamente. 

Até agora trabalhamos com arcos trigonométricos com 
medidas entre 0º e 360º (isto é, na primeira volta positiva 
do ciclo) ou entre 0º e — 360º (primeira volta negativa). Va- 
mos ampliar o conceito de arco trigonométrico para mais de 
uma volta (tanto positiva como negativa); acompanhe os 
exemplos: 

1. Os arcos de medidas 40º, 400º, 760º, — 320º, — 680º 
terminam num mesmo ponto M do ciclo, pois: 

400º é uma volta completa (360º) mais 40º; 

760º são duas voltas completas (720º) mais 40º; 

— 320º é uma volta completa negativa (— 360º) mais 40º; 
— 680º são duas voltas completas negativas (— 720º) mais 


40º. 
40º; 400º; 760º: 
— 320º; - 680º 


Como não se sabe o quadrante ao qual pertence a, ambos 


os valores são possíveis. 
Por fim, substituindo de volta a variável x/2 por a, temos: 





6. Sendo tg x + cotg x = 6, calcule sen 2x. 
Solução 

Como sen 2x = 2 *: senx * cos x, precisamos calcular o 
produto 2 : sen x * cos xa partir detg x e cotg x; lembran- 
do que: 


. - Sen X 
BH cos x sen x 
“> tgxtcogx=6 = CX COSX cg 
cotg x=€0S X Cosx | senx 
sen x senix + cosx q s | x 
sen x * COSX sen x * COSX 


Desta última igualdade obtemos: 6 + sen x * cosx'= 1; 
dividindo este resultado por 3, vem 2 * senx : cosx = 


= 1/3 e, portanto, 


400º = 40º + 360º 

> 760º = 40º + 720º 
— 320º = 40º — 360º 

— 680º = 40º — 720º 


Todos os arcos que têm extremidade final no ponto M 
têm medidas determinadas pela expressão: 


x=40º+k-3609,kEZ 


Verifique que substituindo k por 0, 1, 2, —1, —2 =» 
obtemos 40º, 400º, 760º, — 320º, — 680º, respectivamen- 
te, que são as medidas dos arcos que terminam no ponto M. 
2. Os arcos de medidas — 50º, 310º, 670º, — 410º, ... têm 
a mesma extremidade final e podem ser representados pela 


expressão: 
x=-50º+k-360º,k E Z 


3. Os arcos de medidas 1/4, 9x/4, 177/4, — 77/4, — 15n/4 
têm as extremidades finais coincidentes e podem ser repre 
sentados pela expressão: 


x=n4+k:-2nr,k€EZ 


Repare que nesta expressão substituindo k por 
—1, — 2, obtemos: 


0, l, 2, 





k=0 *2= 2 +0-2 = x = 1/4 
k =| = A — 91 
x a ft. 2n =» X 4 
k =2 > =X — NT 
X E o 2n =» X 4 
k=-|1 5 E. “ E 
X 4 E: x r 
RE RPE a e 
X 4 2º 2x x 4 
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Todos os arcos trigonométricos com extremidades coin- 
cidentes são chamados de arcos côngruos; sendo x, a medi- 
da de um arco qualquer, todos os arcos côngruos com x, são 
determinados pela expressão: 


EXERCÍCIOS 


1. Determine a qual quadrante pertence o arco de medida 
2.000º. 
Solução 

O arco trigonométrico de 2.000º é maior que uma volta, 
pois é maior que 360º. Inicialmente, vamos determinar quan- 


tas “voltas completas cabem dentro dele”; para isso, dividi- 
mos 2.000 por 360: 


2.000º | 360º Dessa divisão concluímos 
200º 5 que: 
2000º = 5x 360º + 200º 
Logo, o arco de 2.000º é formado por 5 voltas completas 
mais 200º; portanto, percorremos o ciclo trigonométrico a 
partir do ponto À cinco vezes e ainda temos mais 200º; as- 
sim, O arco termina no 3º quadrante, entre os pontos À” e 
B' (180º e 270º); logo, o arco de 2.000º pertence ao 3º qua- 
drante. 


2. Represente no ciclo trigonométrico as extremidades fi- 
nais dos arcos trigonométricos cujas medidas são represen- 


tadas pelas seguintes expressões: 
ax=k-2n,k E Z; 


b)x=k-n,k E Z; 
dxem+keomkEL 
Solução 


a) na expressão x = k * 27, substituindo k pelos valores 0, 
1,2, — 1, —2,... obtemos para x os valores 0, 2x, 41, — 21, 
— 4m, respectivamente. Essas medidas representam voltas 
completas no ciclo e por isso as extremidades finais desses 
arcos coincidem com o ponto A (veja a figura no final da 
resolução). 
b) na expressão x = k * x, substituindo k pelos valores 0, 
1,2,3,4, —1, —2, —3,... obtemos para x os valores O, 
n,27,3n,4m, — 1, — 27, — 37, ... respectivamente. Repa- 
re que os arcos de medidas 0, 2x, 47, — 27, são côngruos 
e têm extremidades no ponto À; os arcos de medidas 1, 3%; 
—7, — 37 são côngruos e têm extremidades no ponto A' (veja 
a figura final). 
c) na expressão x = 1/2 + k - x, substituindo k pelos valo- 
res 0, 1,2, — 1, — 2, ... obtemos para x os valores 1/2, 37/2, 
5/2, — n/2, — 3n/2, ... respectivamente. Observe que os ar- 
cos de medidas 1/2, 57/2, — 3n/2 são côngruos e têm ex- 
tremidade final no ponto B; por 
outro lado, os arcos de medi- 
das 3r/2, — /2 também são 
congruos e têm extremidade fi- 
nal no ponto B”. 

Observe ao lado a figura 


Que representa estes re- 
sultados: 





EQUAÇÕES. 


TRIGONOMETRICAS 





Este capítulo é um verdadeiro “fechamento” do nosso 
curso de trigonometria, pois nele utilizamos praticamente to- 
dos os conceitos anteriormente vistos. Desses conceitos, os 
que serão mais sistematicamente usados são: 

* arcos côngruos e as expressões que representam suas 
medidas; 

* definições de seno, cosseno e tangente no ciclo trigo- 
nométrico; 

* valores notáveis dessas três últimas funções para os ar- 
cos de medidas 30º (x/6), 45º (x/4), 60º (x/3) e para os ar- 
cos simétricos destes, situados no 2º, 39 e 4º quadrantes, 
conforme a figura seguinte: 


sen / 


Nela, por exemplo, temos: 
1. sen 30º = sen 150º = 1/2. 
9. cos 135º = cos 225º = —V2I2. 
3. tg 120º = tg 300º = — V3. 

Esta figura serve também para ajudar no cálculo dos va- 


lores do seno, do cosseno e da tangente de arcos de medidas 








(O E EQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
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4º E Eouações TRIGONOMÉTRICAS 


maiores que 360º ou de medidas negativas; acompanhe isto 
através dos próximos exercícios. 


EXERCÍCIOS 


1. Calcule seno, cosseno e tangente do arco de medida 1920º. 


Solução 

Inicialmente vamos determinar qual a medida do arco'côn- 
gruo com 1920º, situado entre 0º e 360º; para conseguir 
isto, eliminamos as voltas completas contidas em 1920º, di- 


vidindo 1920º por 360º; 


1920º | 360º 


120º 5 voltas 


Portanto, 1920º é um arco trigonométrico formado por 
5 voltas completas e mais 120º e, portanto, ele é côngruo 
com 120º; olhando na figura dos valores notáveis, temos: 
sen 1920º = sen 120º = V3/2 


cos 1920º = cos 120º — 1/2 
tg 1920º =1g 120º = —v3 


2. Calcule seno, cosseno e tangente do arco de medida 
— 1485º, 


Solução 

Como no exercício anterior, determinamos o côngruo com 
— 1485º eliminando primeiramente as voltas completas con- 
tidas nele; para isto, dividimos 1485º por 360º: 


1485º | 360º 


45º 4 voltas 


Concluindo, o arco de — 1485º é formado por 4 voltas 
completas no sentido negativo e mais 45º também no senti- 
do negativo; logo, — 1485º é côngruo com — 45º 

No ciclo trigonométrico, — 45º é côngruo com 315º e, 
portanto, — 1485º também é côngruo com 315º. 

Agora, olhando a figura dos valores notáveis, temos: 
sen(— 1485º) = sen 315º = — 2/2 


cos(— 1485º) = sen 315º = 2/2 
tg(— 1485º) =1g 315º = -1 


3. Calcule seno, cosseno e tangente de 677/6. 


Solução 


Inicialmente, convertemos radianos em graus, para recair 
nos casos anteriores; fazemos a regra de três: 


x rad — 180º] dE x 1809 
67x toa 8 
E rad — x n 


Agora, como antes, eliminamos as voltas e procuramos 
o côngruo a 2010º situado entre 0º e 360º; 


2010º | 360º 


210º 5 voltas 


Portanto, 2010º é côngruo com 210º; analisando a figu- 
ra dos valores notáveis, concluímos que: 
sen 2010º = sen 210º = — 1/2 
cos 2010º = cos 210º = —v3/2, 
tg 2010º = 1g 210º = V3/3. 

Faremos agora o estudo das equações trigonométricas, ba- 
seado na resolução das equações fundamentais do tipo sen x = 
= n,cosx =netgx =n, onde n é um número real. 

Equação sen x = n: essa equação só é possível se n per- 
tencer ao intervalo [— 1; 1], pois, pela definição do seno no 
ciclo trigonométrico, percebemos que —1 < senx < 1. 
Exemplos 
1. senx = 1. Olhando para a figura dos valores notáveis, 
vemos que sen x = 1 quando x = 90º ou qualquer outro 
côngruo com 90º. 

À expressão que representa os côngruos com 90º é 90º + 

+ k - 360º, k € Z; portanto, temos que: 


senx=1|=>|x=90º + k- 360º 
oulx= an +k: 27x  LKE L. 


2.senx = —1. Olhando para a figura dos valores notáveis 
vemos que sen x = — 1 quando x = 270º ou qualquer ou- 
tro côngruo com 270º. Portanto: 


senx=-|l=>|x=270º+k- 360º 
oulx=3n2+k-2r |kE Z. 


3. sen x = 0. Neste caso, olhando para a figura dos valores 
notáveis, percebemos que temos duas opções: x = 0º ou x 
= 180º (e também qualquer outro que seja côngruo com um 
destes dois). 

Vimos anteriormente que os arcos cujas extremidades são 
os pontos A (côngruos com 0º) ou A” (côngruos com 180º) 
têm medidas determinadas pela expressão k - 180º,k E Z; 
portanto, podemos escrever que: 


senx=0=>|x=k- 180º 


4. sen x = 1/2. Marcamos 1/2 no eixo dos senos; observan- 
do a figura dos valores notáveis, temos: 


cos 





Portanto, sen x = 1/2 se x for 30º ou se x for 150º ou 
qualquer outro côngruo com um destes dois; logo, temos: 
senx = 1/2 > 


=|x=30º+k-360ºoux=150º+k-360º LkEZ 


Equação cos x = n: como na equação sen x = n, esta 
equação também só é possível se -] <n < 1. 
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Exemplos 

1. cosx = 1. Olhando para a figura dos valores notáveis, 
percebemos que esta equação é verdadeira se x for zero ou 
qualquer outro côngruo com zero, isto é: 
cosx=0=x=0º+k-360º = 


> |x=k- 360º ou|x=k:2 kEZ 


2.cosx = — 1. Neste caso, x deve ser igual a 180º ou qual- 
quer outro côngruo com ele, portanto: 


cosx = -| =>|x=180º+k- 360º 


3. cosx = V2/2. Pela figura dos valores notáveis percebe- 
mos que cosx = V2/2sex = 45º ousex = —45º (315º), 
ou qualquer outro côngruo com um destes dois; logo, temos: 
cosx =V22=>x=45º+k:360ºoux=-45º +k. 
* 360º. Escrevendo as duas expressões de uma só vez, temos: 


x= 45º 4+k>30º'|,kE Z. 


Equação tg x = n: essa equação, ao contrário das duas 
anteriores, é possível para qualquer n real. 
Exemplos 


1. tg x = 0. Pela definição de tangente no ciclo trigonomé- 
trico e analisando a figura dos valores notáveis, percebemos 
quetgx = Osex = 0º ousex = 180º, ou qualquer outro 
côngruo com um destes dois, portanto: 


tgx=0=>|x=k- 180º ou[x=k:n)kEZ 


Observe que a solução desta equação é a mesma que da 
equação sen x = O; isto é lógico; pois: 

tg x = 0 o SNx 

Cos x 

2. tg x = 1. Analisando a figura dos valores notáveis vemos 

que tgx = 1 só ocorre se x for 45º ou se x for 225º, ou 

qualquer outro côngruo com um destes dois, portanto: tg x 


=1]> 


>| x=45º +k-360ºou)x = 225º +k-360º | kEZ. 


Observe que os arcos côngruos com 45º ou com 225º 
podem ser representados, simultaneamente, pela expressão: 


x=45º +k-180º| kKkEZ. 


Esta “aglutinação” de duas famílias de arcos côngruos 
é sempre possível quando os pontos da figura de valores no- 
táveis que resolvem a equação forem extremidades de um 
mesmo diâmetro; observe que 225º — 45º = 180º. 


EXERCÍCIOS 


1. Resolver a equação cos 3x = 1/2. 
Solução 

Pela figura dos valores notáveis percebemos que 1/2 é 0 
cosseno de 60º ou de — 60º (300º). Como a nossa equação 
é cos 3x = 1/2, concluímos que 3x deve ser côngruo com 
60º ou com — 60º, portanto: 

3x = + 60º + k- 360º. 

Dividindo a equação por 3, temos: 


x= +20º+k- 120º] KEZ. 


2. Resolver a equação tg?x + tg x = 0. 


=0osenx=o0. 


Solução 
Começamos resolvendo a equação de 2º grau na incóg- 
nita tg x; colocamos tg x em evidência: 
tePx +tgx=0=1x(tgx+1)=0= 
tgx =0 
= eu 
tgx= —l. 

Temos agora duas equações fundamentais em tg x: 
tgx=0=x=k-180º,k €Z (conforme o 1º exemplo 
da equação fundamental tg x = n) 
tgx = — 1; pela figura dos valores notáveis percebemos que 

gx = —I sex for —45º (315º) ou 135º ou qualquer 
outro côngruo com um destes dois. Estas duas: famílias de 
arcos côngruos podem ser escritas como: 


x=-45º +k- 180º] kEZ. 


Logo, a solução da equação dada é: 


x=k-180ºoux= —-45º+k - 180º 


Pod 





3. Resolver a equação sen x = V3 - cos x. 
Solução 

Dividimos a equação dada por cos x (ou, “passamos cos x 
para o outro lado, dividindo”): 


DX 
SCn x = V3 - cosx = Se 
OS X 


Agora resolvemos esta equação fundamental em tangen- 
te; pela análise da figura dos valores notáveis, concluímos que: 


=V3-tgx=3 





tgx=V3=x=60º0ux=h240ºouxé côngruo com 

qualquer um destes dois; portanto, temos: 

x = 60º +k- 360]oufx= 240º +k- 36095, k E Z. 
Novamente, estas duas famílias de côngruos podem ser 

escritas numa única expressão (repare que 60º e 240º são, 

no ciclo, extremos de um mesmo diâmetro): 


x=60º +k-I80º| kKEZ. 


4. Resolver a equação senx + cosx = =v2 
Solução 

Um possível caminho de resolução é construir um siste- 
ma de equações com a equação dada e a 1? equação funda- 
mental (sen? x + cos? x = 1). Resolve-se o sistema, calcula- 
se o valor de sen x e, por fim, calcula-se x usando a equação 
fundamental sen x = n. 

Um caminho mais “elegante” seria elevar ambos os mem- 
bros da igualdade do enunciado ao quadrado: 


(senx + cosx)=(+v2) =sen'x+2-senx-cosx + 
+ costx = 2; 

Pg x + cosix = | (1? relação fundamental) 
COMO: | 2. senx- cosx = sen 2x (seno do arco duplo) 


temos: | + sen2x =2 >| sen2x =l 


Pela definição do seno sabemos que | é o seno de 90º 
ou dos côngruos com 90º; como nossa equação é sen 2x = 
1, concluímos que 2x é 90º ou côngruo com 90º, isto é, 2x 
=90º +k- 360º = 

x=45º +k- 180º |,k E Z. 
5. Resolver a equação cos 2x + sen'x = 0, no intervalo 
Dx 4a. 
Solução 

Lembrando a expressão do cosseno do arco duplo, temos: 
cos 2x = cos? x — sen? x; substituindo esta relação na equa- 
ção do enunciado, temos: 


co É EQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
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(to) 
O É EQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


cos 2x —- costx = 0 => cos?x — sen'x + sen'x = 0 = 


> cosx = 0 > 
| cosx = 0 | 


Essa última igualdade só é verdadeira se x for 90º ou 270º 
(vide a definição de cosseno no ciclo); como, pelo enuncia- 
do, x deve pertencer à 1? volta positiva do ciclo (O < x < 
27), conclui-se que os côngruos com 90º ou com 270º, nes- 
te problema, não nos interessam. 

Logo, a solução do problema é, apenas, 

x = 90º oux = 270º 
Convertendo estes dois valores para radianos, temos: x = 


=1/2 ou x = 37/2; logo, | S = | n/2; 3n/2) 


6. Calcule o número de raízes da equação: 
sen 5x * cos 3x — sen 3x - cos 5x = 1, no intervalo [0; 47]. 
Solução 

Repare que a equação dada é do tipo: 
sena: cosb — sen b - cos a, que é igual a sen(a — b); 
logo, sen 5x - cos 3x — sen 3x - cos5x = 1 = 


> sen(5x —- 3x) = 1 =>|sen2x=l 


Esta equação é verdadeira se 2x for 90º ou se 2x for côn- 
gruo com 90º, isto é, 


2x = 90º +k-36005|x=45º+k- 180º), kEZ. 


Como x deve pertencer ao intervalo das duas primeiras 
voltas positivas do ciclo (O < x < 4x), temos: O < x < 
<4n=0º< 45º +k- 180º < 720º. 

Essa dupla desigualdade pode ser escrita como: 


— 45 
0º < 45º +k- 180º = —45º Sk- 180º > 
m 180 





<k= 
] 
= 2 —— 
k 2 4 


45º + k- 180º < 720º = k - 180º < 675º > 


- 65 - 15 
* <-180 S4 
Portanto, conclui-se que -—+ <k< AD. vo —0,25 < k< 


<3,75=>k=0,1,2,3, pois k é um número inteiro. 

Temos, portanto, quatro valores possíveis para k; como 
cada valor de k nos dá um valor de x, conclui-se que existem 
4 valores de x que satisfazem o enunciado; logo, a resposta 
é: 4 valores. 

7. Resolver as equações: 

a) cosx = cos 60º 

b) cosx = cos (1/5) 

c) cos 2x = cos (7 + x) 

Solução 

a) Atenção: cos x = cos 60º não implica que x = 60º, Re- 
pare que a equação cosx = cos 60º é equivalente a cos x = 
= 1/2, pois cos 60º = 1/2. 

Vamos portanto resolver a equação cos x = 1/2. Recor- 
rendo à figura dos valores notáveis, concluímos que 1/2 é 
o cosseno de 60º ou de — 60º (— 60º é côngruo com 300º) 
e, portanto, x é igual a 60º, — 60º ou qualquer outro côn- 
gruo com um destes dois. 


Portanto, podemos escrever que| x = 60º + k « 360º 


(k € 2). 
b) cosx = cos (7/5) 
Analogamente ao anterior, teremos que x é igual a + = ou 


a qualquer outro côngruo com um destes dois; portanto, 


c) cos 2x = cos(m + x) 

Para que a igualdade se verifique, 2x deve ser igual a 7 + 
+ x ou igual ao seu simétrico — (x + x) ou côngruo com 
qualquer um destes dois; devido a isto é que podemos escre- 
ver que: 
Qx=nm+tx+tkce2Qm=>2x-—-x=17T+k- 275 


2x=-(T+tx)tkcQx=>2x=-n-x+k-275 







>3%k=-n+k-2n5)x=-— 


8. Este exercício consta de duas partes: 
a) demonstre que cos 3x = 4 cos*x — 3 - cosx 
b) resolver a: equação: 4 cos'x — 3 cosx = cos (n/5) 
Solução 
Para demonstrar a fórmula de cos 3x lembremos que 3x = 
= 2x + xe, portanto, temos que: cos 3x = cos (2x + x); 
agora aplicamos a fórmula do cosseno da soma de dois ar- 
cos, obtendo: 
cos 3x = cos 2x * cosx — sen 2x * sen x(D 
Lembremos agora as fórmulas de duplicação: cos 2x = 
= cos?x — sen?xesen2x = 2-senx :cosx; com estes. 
resultados, voltamos à equação (1): 
cos 3x = (cos?x — sen'x) - cosx — 2: senx : COSX ' SENX 
cos 3x = cos!x — senix - cosx — 2 - seníx * COS X 
cos 3x = cos!x — 3sen?x * cos x 
Usando agora a 12 relação fundamental, concluímos que: 
sen'x + cos!x = 1 > sen'x=1-— cos! x; substituímos 
este último resultado na expressão do cos 3x: 
cos 3x = cos'x — 3: (1 — cos *x) *: cosx = 
> cos 3x = costx — 3 cosx + 3 cos'x = 





b) resolver a equação: 4 cos'x — 3 * cosx = COS (x/5) 
Solução 

Utilizando o resultado demonstrado na parte a do exer- 
cício, temos que: 4 - cos? x — 3 - cosx = cos 3x e, portan 
to, a equação dada no enunciado passa a ser: 

cos 3x = cos (7/5). 

Como já vimos no exercício anterior, temos duas poss! 

bilidades a serem consideradas: 


ou 


3x 
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FUNÇÃO EXPONENCIAL 


Sendo a um número real, positivo e diferente de | (a > O 
ea x 1), chama-se função exponencial de base a a função 
É:R = IR, que associa a cada número real x o número a*, 


fix)=aa>0eca xl 


1. À função exponencial de base 2 é a função fR — R que 
associa a cada número real x o número f(x) = 2*. Em segui- 
da está desenhado o gráfico dessa função. 


Exemplos 


x fix) = 2* f(x) 





À curva obtida chama-se curva exponencial. Observe a 
partir do gráfico, que: 
“f(x) > 0,vx E R (isto é: 2* é sempre um número posi- 
tivo para qualquer valor real de x); 
º f(x) = 2x é uma função crescente. 


2. À função exponencial de base + é a função f:R — R que 


“ “ ç | 
associa a cada número real x o número f(x) = (+ j 





ÁLGEBRA 


RO NEAR ço 
SRA RAN Sa a 





PPA SPP SAP ASS Pe 
co ANSA ER GE DR A RES es 


PROA 


Eis o gráfico: 





Observe que: 
ef(x) > 0,vx €E R (isto é: (+) é um número positivo 
para qualquer valor real de x); 


e f(x) = (+) é uma função decrescente. 


Generalizando temos: 


e Sea > 1, então f(x) = a* é crescente, e o gráfico será do 
tipo: 





eSe0<ac< l, então a função f(x) = a* é decrescente, e 
o gráfico será do tipo: 


£O | FUNÇÃO EXPONENCIAL 
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Dominio e imagem 

O domínio da função f(x) = a* (0 < a x 1)é o conjun- 
to dos números reais. 

A imagem da função f(x) = a*(0 < a = 1)é o conjun- 
to dos números reais positivos. 


Equações exponenciais 


São as equações onde a incógnita aparece como expoente 
de uma ou mais potências de base conhecida. Exemplos: 
3* = 9,22% = 4, etc. Fundamentalmente, uma equação ex- 
ponencial deverá ser tratada de modo a recair em equações 
do tipo a* = a”, coma > 0 ea x 1, donde se conclui que 
x = y. Por exemplo, da igualdade 2* = 2º conclui-se que 
x = 4. Tente sempre comparar duas potências de mesma ba- 
se; quando isto não for possível, aplique os logaritmos (co- 
mo será visto mais adiante). Acompanhe atentamente os exer- 
cícios para poder fixar bem como resolver uma equação ex- 
ponencial, 


EXERCÍCIOS 


1. Resolver a equação 2* = 16. 


Solução 

Basta escrever 16 como potência de base 2, obtendo 
2* = 2ºe, portanto, x = 4. O conjunto solução da equação 
é S = (4). 


2. Resolver a equação 32*-* = 9, 


Solução 
3u-1=9538-4=352x-4=252x=65)x = 3 
S = [3). 


3. Resolver a equação 93 = 27x-1. 


Solução 

Como 9 = 32 e 27 = 32, obtemos 93* = (32))x = 36x e 
27201! =(33)x-1 = 3)x-3. Portanto nossa equação ficará 
assim: 
9x = 27*- PR 
= 30%=33x 3=> 6x =3I%x-3I»Ix=-3Is 
S=[-1). 
4. Resolver a equação 3* = 1. 
Solução 

Escrevendo 1 = 3º, vem: 3* = 3º e, portanto, 
S = [0). 


5. Resolver a equação 4-2 . 8º =1, 


Solução 
Vamos escrever 4, 8 e 1 como potências de base 2, 


gu-2.g"=] => 2A4x-2. (2'ye =20º > 9U42x-2)+3 À 


=) > 4x-4+3x)=0 = 3x! + dx—4 = 0. Resolvendo 


esta equação do 2º grau, obteremos| x = —2 qi 

quaç & [x= -2Joujx= 2 
2 

S = [-2 Es ' 


6. Resolver a equação 3**1 + 3x — 3x+2 = —5, 


Solução 
Observe que este tipo de equação é diferente de todas as 
anteriores. Para facilitar a resolução vamos colocar 3* = y. 


Com isso teremos: 
adia «3=y:3=3y 
3x+2 = 3x ú 32=y . 9 =9y 
Com esta substituição nossa equação ficará: 
3x+1 + 3X — 3x+2 e 6 
Yyty-9y=-5= —-5Sy=-Soy=1. 
Como y = 3*, obteremos 3*= 1 € consegiientemente 


(como já foi resolvido anteriormente). 
S = [0). 
7. Resolver a equação 4 — 20 - 2* + 64 = 0. 


Solução 
Se fizermos 2* = y, obteremos 4* = (2?)* = (2%) = ye 
nossa equação transforma-se na equação do 2º grau y'-20y + 
+ 64 = 0. Resolvendo essa equação do 2º grau em y; lere 
mos como raízes y = 4 ou y = 16 e, como 2* = y, vem: 


Z=4=2=2 


[x=2] 


ou 
2 = 16 =» 2X= 2º 
S = |2; 4). 


8. Resolver a equação 2* = - 


Solução 
Lembrando que : = 2"!, nossa equação poderá ser assim 


escrita: 2* = 2"! e, 


S=[-1). 


9. Resolver a equação 3: 2x+3 = 192: 3*7 3 
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Solução 
O do DU RS AD 
ade 28 = 192 38 + 3º 
Ee ca 


E a (2)-(2) 
x 3» Va) 3 
S = [3) 


+3 . 2x 
10. Resolver a equação É sd PRA na 
6453 12gi= 


Solução 
Escrevendo todos os termos como uma potência de base 
2, vamos obter: 


2x+3 R 22x (24)2x 
(25)5x -—3 (271 =x) 
9x+3 . 92x . D7-x = 98x . 930x-18 
2 2 2 2 2 
2x+3+2x+7 — 7x = 28x+30x — 18 


p= Ax+10 = 938x-— 18 


—4x + 10=38x — 18 
—4x — 38x= -18 — 10 -(-1) 


28 
2x = » x="— 
42x = 28 X 42 


paço -=]2 
[8 


Inequações exponenciais 


São as inequações onde a incógnita aparece no expoente. 
Para resolvê-las, se pudermos igualar as bases, teremos (ba- 
seados no gráfico da função exponencial): 

aja 2 2 %X2Y 
esea > |, então pe” 25 
LV XxSY 

“2a > xSy 


e ce q 
se0<a< l, então PR 


Exemplos 
1. À inequação 2* > 2º? nos dá x 2 4 (pois 2 > 1); 
2. À inequação 2* < 2* nos dáx S 4 (pois 2 > 1); 


2 
3. À inequação (+) 2 (+) nos dá x < 2 
pois O < - «< 1); 
1Y L, 
4. À inequação (+) < (+ nos dá x 2 2 
pois O < + = ls; 









OBSERVAÇÃO Note que, quando a base for um nú- 
mero maior que 1, o sentido da desigualdade se conserva 
(exemplos 1 e 2). Quando a base for um número positivo 
e menor que um, o sentido da desigualdade fica inverti- 
do (exemplos 3 e 4). 







EXERCÍCIOS 


1. Resolver as inequações: 
a) 3* > | c) 242-1 « 23x 


o (5)>1 o (5) <(5) 


Solução 
Dr>iP>+*=>0 


S=|x€ R|jx>0) 

p(s)>1=(1)>(1)=s<o 

3 3 3 
S=|x € Rix< 0) 

O) 280] 2H o 4x - | XX IKXOX<LI 
S=/|[xE R|x<l) 

d) (D) <(S)-as-1>m=s>1 
2 < is - RE» > 
S=|x€E R|x >l). 


2. Resolver a inequação 32 -! > ( 3) 


Solução 


l Ê | | á 
Como 3 = 3"", obtemos — =(3"')*=3"*e, então, 
. - 2x3 — | l e E . Ty é l 

a inequação 3º > 3 ) é reescrita como é sad E as 
Agora lembrando que a base das potências é maior que 1, 
obtemos: 2x*- | 2 -—xe, portanto, 2x)? + x — | > 0. Es- 
ta inequação do 2º grau obtida nós já sabemos como resol- 
ver e portanto o conjunto solução será: 


s=[x€ Rx < -Ioux >). 


3. Resolver a inequação 9º < 3%*! 


Solução 
Como 9* = (3º)* = 3?*, obtemos 32* < 3**l e, portan- 
to, 2x < x+1, donde x < 1. Logo: 


S=|x € Rijx< 1]. 


4. Resolver a inequação 3-4 - 3-1" > 27 
Solução 

gu dex!-2x+l 5 33 
Cox-3>2I 0x -x-6>0 
Resolvendo a inequação do 2º grau, obtemos: 
x < -20ux > 3. O conjunto solução será: 
S=|x€ Rix< -20ux > 3). 


= I=2 
9. Resolver a inequação (5) > (5) : 


Solução 
Invertemos a base no primeiro membro, trocando o sinal 
no expoente. 


Jo =) O ' ' 
(+ > (5 »>x-2<1|-2IKX> 


E E E DA] 
S=|x € Rix< 1). 





O | FUNÇÃO EXPONENCIAL 
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FUNÇÃO LOGARÍTMICA 


Como você deve ter notado, em todas as equações e ine- 
quações exponenciais que resolvemos até agora, nós conse- 
guimos comparar duas potências de mesma base. Esta situa- 
ção, porém, pode não ocorrer; uma equação como 2* = 5, 
por exemplo, não se enquadra no estudo feito anteriormen- 
te. Entretanto, é possível demonstrar (não com facilidade) 
que a equação 2* = 5, por exemplo, admite uma única so- 
lução. O número x, solução dessa equação, leva o nome de 
logaritmo de 5 na base 2, que se abrevia por log;,5; talnúme- 
ro é irracional e vale, aproximadamente, 2,321928. Estamos 
dizendo, portanto, que 22221925 = 5, 


Logaritmo 


Sendo a um número real, positivo e diferente de um, 
e b um número real positivo, chama-se logaritmo de b 


na base a o número ao qual devemos elevar a base a para 
se obter b. 





Chamando-se de x o logaritmo de b na base a, resumi- 
mos a definição da seguinte maneira: 


logb=x=a*=b,coma>0,ax*leb>0 
Exemplos 
1. l0g;)8 = 3, pois 2º = 8; 


2. 10g;9 = 2, pois 3º = 9 
3. log;1/7 = - 1, pois 7º -—: 


: Ma 
— |, pois (+) = 1; 


> pois 22 = v2; 
6. logs1 = 0, pois 3º = 1. 


4. log? 


de loga2 = 


Nomenclatura 
Ão escrever log,b = x, o número: 


é o logaritmo de b, 
aéa base, 
b é o logaritmando. 
Costuma-se, também, dizer que b é o antilogaritmo de 
x na base a. Escreve-se b = antilog,x. 


Condições de existência 


A definição do logaritmo de b na base a, apresenta certas 


condições de existência que são: 
e a base a deve ser positiva e diferente de um: 


* o logaritmando b deve ser positivo: 
b>0 


Estas duas condições são necessárias e suficientes para 
garantir a existência e a unicidade de log,b. Guarde-as bem, 
pois elas serão muito utilizadas nos exercícios envolvendo 
logaritmos. 


Tipos de logaritmos 

º logaritmos decimais: os logaritmos de base 10 chamam- 
se logaritmos decimais. No caso dos logaritmos decimais, 
costuma-se omitir a base escrevendo-se apenas log b. Lembre- 
se, então, de que log b = log,ob. 


* logaritmos naturais ou neperianos: assim como o nú- 
mero irracional x (= 3,1415926) aparece em problemas en- 
volvendo circunferências, há um outro número irracional, 
representado por e, que aparece naturalmente em problemas 
de matemática superior, envolvendo logaritmos e exponen- 
ciais. O número e vale, aproximadamente, 2,718. 

Os logaritmos que têm o número e como base chamam- 
se logaritmos neperianos ou naturais, em homenagem a Na- 
pler (leia: Néper), matemático escocês considerado o pai dos 
logaritmos. Os logaritmos neperianos (isto é, de base e) são 
indicados por fn. Assim fnx = logex. 


EXERCÍCIOS 


1. Determine x em cada uma das igualdades seguintes: 
a) log;x = 3; c) logs64 = x; 
b) logs(x— 1) = — d) log,4 = 2. 


Solução 
Vamos aplicar a definição de logaritmo, levando sempre 
em consideração as condições de existência. 


o [E= 


a) logx =3 = 2º.= 


a 
jarda 
X 9 *1 

c) logu64 =x =» 4º =64 = 4=4 Io |jx=3 


d) logg4=2 = x)=4 = (x = —2 não convém, 
pois x é base e, portanto, deve ser positiva e diferente de um). 
2. Determine x em cada uma das igualdades seguintes: 


a) log(3x— 1) = c) loga - 14 = 2; 
b) logs(x?— 1) = 0; d) l0gy525 = X. 


x -] = 


Solução 
a) log(3x— 1) = 


|l=4=3x-]=5 


b) log(x-1)=0=3º=x'-] =] 


exteZo[x= 22 
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c) logx-t=2 = (x-1)=4 
x-l=2oux-1l=-—2, portanto teremos x = 3 ou 
x = — 1. Notequex = — 1, não satisfaz as condições de 


existência, logo a resposta é 


d) l0gv525 = x = (5 =252(5"f=5> 


X 


Conseqgiiências da definição de logaritmo 

A partir da definição de logaritmo, podemos tirar as se- 
guintes propriedades imediatas (sendo a > 0, a * 1 e 
b > 0): 


e [log,1 = 0] poisa* = 


Exemplo 
logs] = 0 pois 3º = 


Exemplo 
log;)2 = 1 pois 2! = 2 


 [icgar =] (a € 2) 


Exemplo 
Ns =3 


ES 


Esta última propriedade pode ser assim explicada: fa- 
zendo log,b = x, obtemos a* = b, pela definição de logarit- 
mo; substituindo x = log,b na última igualdade, vem: 
alog,b =b. 


Exemplo 
21088 = 8 (note que: log;8 = 3 e, então, 2108:8 = 2º = 8). 


EXERCÍCIO 
Calcular: 
a) logsv5 d) 310812 
b) l0g93º e) 52 10854 


c) logel + logç6 


Solução 

a) logaV5 = logs5"2? = 1/2 

b) l0g,3*º = l0gs(3?)' = log,9" = 3 

o [e8i 70 ma mms oe 

d) 31082 = 2 (aplicação direta da quarta propriedade) 
e) 52 logyt = (510851)? = 4'=16 


Propriedades operatórias dos logaritmos 


As propriedades que iremos estudar a seguir justificam 
o largo uso dos logaritmos no passado, para efeito de simpli- 
ficação de operações de cálculos. 


e o logaritmo de um produto de números positivos é igual 
à soma dos logaritmos dos fatores. 


log,(b - c) = log,b + log,c 
a>06aH1,b>0,0C>0 


Exemplos 

1. logs6 = log (2x3) = logs2 + logs3; 

2. log 20 = log (2x 10) = log 2 + log 10 = log 2 + I (pois 
log 10 = 1); 

3. log, 12 + log,3 = logs(12x3) = l0g,36 = log,6* = 2 








OBSERVAÇÃO É falso que log (2 + 3) = log 
+ log 3. Isso é erro grave! Veja que log (2 + 3) = 
5, enquanto que log 2 + log 3 = log (2x3) = na 


Ae, a 





e o logaritmo do quociente de dois números positivos é igual 
à diferença entre os logaritmos do dividendo e do divisor. 


log; = log,b — log,c 


1>06.4Lb>0€2>0 





Exemplos 

1. log, = l0g;2 — log;3; 

2. log + = log |-l0g2=0- log 2=-log 2; 
20 

3. 10g;,20 — log;5 = log; =— = log-4; 


4. os) = log,b — log,(c - d) = log,b — (log, + 
+ logd = log,b — log,c — log;d). 


e o logaritmo de uma potência é igual ao produto do expoente 
pelo logaritmo da base da potência. 


log,bº = a - log,b 


a>0,2%H1,b>0 





Exemplos 
1. 10,2” = 7 - logs2; 
2. log.8 = logs?” = 3 - logs2; 


3. log,Vb = log,b!* = + log b (n E Nº); 


4. log, E = logb-!= —-1-logb= —logb(b > 0). 





OBSERVAÇÃO Costuma-se escrever, por exemplo, 
log?3 para indicar (log 3)*. Muito cuidado para não con- 
fundir log'3 = (log 3)? com log 3º = 2 - log 3. 








e o logaritmo de um número positivo, numa base que é uma 
potência, é igual ao produto do inverso do expoente dessa 
base pelo logaritmo (do mesmo número) cuja base é a base 
da potência. 


! FUNÇÃO LOGARÍTMICA 


pa 
O 
po 


1 ——e—eoeeeee ooo 
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log, sb = E  logab 


a>06a21]),b>0,Px0 





Exemplos 
1. logs5 = l08,,5 = n log;5; 
2. 10g1176 = l0g;”! 6 = + * 10g;6 = —l0g;6; 


sa quis 


3. log3 = log,:? = Cá log;3 = E 


2 
4. logyab = log;-b = + * logb = —log,b. 
ATENÇÃO O logaritmo do inverso do número b, isto é, 


loga (+) , chama-se cologaritmo de b na base a. Então: 


colog;b = log, (+) = —log,b 


EXERCÍCIOS 


1. Mostre que log ,b = a. log,b (satisfeitas as condições 


B 


de existência). 


Solução 

Fazendo log «b = x e logb = y, obtemos, pela defi- 
nição de logaritmo, as igualdades (ax = beca” = b. Con- 
cluímos então, que (aB)* = a” e, portanto, que B + x = y ou 


x = do é y, dando: log qb = T * log b. 


B 
2. Sabendo que log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477, calcular: 
a) log 12; b) log 27; c) log 72; d) log 5. 
Solução 


a) log 12 = log(22x3) = log 2? + log 3 = 2 10g 2 + log 3 
2x0,301 + 0,477 = 1,079 


log 12 = 1,079 


b) log 27 = log 3º = 3 l0g 3 = 3x0,477 = 1,43] 


log 27 = 1,431 


c) log 72 = log(2'x3?) = log 2* + log 3º? = 3 log 2 + 
+ 2 log 3 = 3x0,301 + 2x0,477 = 1,857 


log 72 = 1,857 


d) log 5 = log 5 = log IO -log2=1 —- log 2 = 
=] - 0,301 = 0,699 


log 5 = 0,699 


9. Escrever o desenvolvimento logarítmico na base 2, da 
3 
v2 * V5 


expressão E = e (isto é: calcular log;E). 


Solução À 
[2x3 
v2xv3 

log;E = log; ç = logi(V2 x 3) — log;6 





log;E = logaV2 + logaV3 — log/(2x3) 
log,E = l0g,22 + l0g,3!2 — (l0g22 + l0g23) 


logaE = > * logs2 + + 108,3 — 108,2 — l0g;3 


log2E = = + + * l0g;)3 — 1 — l0g;3 


0,01xv3 


V3 
4. Calcule log 5 , conhecendo-se log 2 = 0,30103 
V 


e log 3 = 0,47712. 


Solução 
0,01xv3 


gs log (0,01xvV3) — logv2 = log 0,01 + 


+ logv3 — logV2 = log 10? + log 3? — log 22 = 


Ea EA em = 
2log 10 + 2 log 3 : log 2 


l ] l " 
e — é — “— é = -— — 47 12 + 
2+ 2 log 3 - log 2 2 + 5 0,441 


” = x 0,30103 = —2 + 0,23856 — 0,06020 = — 1,82164 


0,01xv3 


= — 1,82164 





v2 


9. Determinar a expressão cujo desenvolvimento logarítmico 


é log 2 + loga + 3log b — > log c. 


Solução 

Para resolvermos este exercício aplicaremos as proprie 
dades dos logaritmos no sentido inverso do exercício ante 
rior. Naquele exercício nós tínhamos a expressão e queria 
mos o desenvolvimento; neste caso nós temos o desenvolvi- 
mento e queremos encontrar a expressão que ocasionou tal 
desenvolvimento. 


log 2 + loga + 3logb — — * log c = log 2a + log b” + 





— log c2 = log 2ab' — log Vc = log tes 
Vc 
À expressão procurada é 2a 
Vc 
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6. (FUVEST) Sendo a? + b” = 70ab, calcule log. (at bj E À 
a 


em função de m = logs2 e n = logç3. 





Solução 
De a? + b? = 70ab, obtemos (a+b)? = a? + b? + 2ab = 
= 70ab + 2ab = 72ab. Segue-se que logs la ii 
a 
= logs a. logs72; mas logs72 = log(2ºx 3?) = logç2! + 


+ logs3? = 3 * logs2 + 2 - logs3 = 3m + 2n 


+ b) 
log, (SL = 3m + 2n 


7. Calcular: 
a) log; l0gs9; 
b) log, logpb?; 


c) logm log; VT; 
d) log; log; logs125. 


Solução 

a) log; l0gs9 significa logaritmo na base 2 do logaritmo de 
9 na base 3. Veja bem: logaritmo do logaritmo e não lo- 
garitmo vezes logaritmo. Começamos então o cálculo pe- 
lo logaritmo mais interno, isto é, por logs9. Acompanhe: 
log;9 = l0g;3? = 2 e, então, log; logs9 = l0g22 = | 


b) logpb? = a = log, logpb? = logaa = 1 


> 


c) log; V7 = l0g;7” = + 


2 
= logm log,V7 = logm + = logm (4) =2 


d) log, logs logs125 = log; logs logs5" = log; logs = 
= log;l = 0. 


Mudança de base dos logaritmos 


Em muitas situações, os logaritmos que aparecem numa 
determinada expressão não são todos dados numa mesma ba- 
se. Nesse caso, precisamos antes passar todos os logaritmos 
para uma mesma base e depois aplicar as propriedades es- 
tudadas. 

Vamos então deduzir uma fórmula que nos permita mu- 
dar a base de um logaritmo. A fórmula é a seguinte: 






ogb = log.b 
loga 
a>06ax1l,b>0,c>0,cáHl 











A demonstração é simples. Fazendo logab = x, obtemos 
a* = b. Tomando logaritmos, na base c, de ambos os mem- 
bros de a* = b, vem loga* = logb ou x * logça = logçb e, 





portanto, x = E . Finalmente, lembrando que X = log,b, 
e 
obtemos log,b = E 


Exemplos 








log 3 
1. l0gs3 = —— = 10); 
logs3 jog 5 (escolhemos c = 10) 
2. l0g,5 = es = mo (escolhemos c = 2); 
log9 ” € 
de ed log,9 = 2 (foi dado c = 4). 


OBSERVAÇÃO Se trocarmos de posição o logaritman- 


do com a base, o logaritmo ficará invertido. 


Exemplo 
log;)8 = 3 e loga2 = 1/3. Genericamente temos: 


ou log,b : loga = 1 


log,b = Togça 


O<azl eO<bxHl 





EXERCÍCIO 
Calcule: 
a) log 5 - logsl0; 
b) log 5 * logaslO; 


c) logça * log,b; 
d) [log,(a* - b?) — 3] - loga. 





Solução 
a) Pelo exemplo anterior, logsl0O = e e, portanto, 
logo 
” | 
log,o5 * logsl0 = à = | 
g1o5 * logs 10 = logçS * — o 

A . - Jlogl0O Ê E anã 

b) log 5 * logasl0 = log5 - == = log5' = 


log 25 log 5º 


o q 
o 2 -JogS 2 
logpb 
logpa 


c) logpa * logab = logya - = 
Pá 

d) [log;(a” - b)—3] - log,a =[log,a! + log,b” — 3] - log;a= 

=[2+2 - log,b 2] - logpa=2 - logab - log,a=2 * 1=2 


Equações logaritmicas 


Para a resolução de equações envolvendo logaritmos, vo- 
cê deve aplicar as propriedades vistas, tentando sempre re- 
duzir a equação dada a uma equação do tipo log,b = log,c, 
concluindo, então, que b = c. Acompanhe os exercícios re- 
solvidos a seguir. 


EXERCÍCIOS 


1. Resolver a equação: 
logi(x — 3) + logix — 2)=1. 


Solução 
Primeiramente devemos considerar as condições de exis- 
tência dos logaritmos; isto é, para que estes logaritmos exis- 


tam devemos ter: 


x-3>0 > a 
NGS CEE o 


x-2>0 t>2 


CA 


| FUNÇÃO LOGARÍTMI 
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Para resolver a equação vamos aplicar a propriedade 
log,b + log;c = log,bc no primeiro membro e substituir o 
número 1 por log;2 no segundo membro; deste modo ob- 
teremos: 

logil(x — 3) (x — 2)] = l0g22 

(x-3):(x-D)=2=x-5x+4=0> 


1 (não convém, pois não satisfaz (D) 
4 (satisfaz (1) 


Fed 
Hom 


2. Resolver a equação: 2log,(x — 1) — logsx = log;(x + 2) 


Solução 
As condições de existência são: 


x-1>0 >] 
pos - [250 «JO 
x+2>0 x > —2 


No primeiro membro vamos aplicar a propriedade 
log,bº = a - log,b e portanto teremos 2 : log;(x — 1) = 
= logy(x — 1); a seguir aplicamos outra propriedade: 
log;b — log,c = log,b/c, ainda no primeiro membro, ob- 
tendo: 


loga(x — 1)? — log;x = loga(x + 2) 
REA | 
log; fe L = log;(x + 2) 
EM =(x+)ox -M+l=x+2%= 
> 4x =| >x= 1/4,que não convém, pois não satisfaz (D. 


Portanto: S = 9. 


3. Resolver a seguinte equação: 
log;x + logax = logax + 1 


Solução 

A condição de existência é x > 0. 

Inicialmente, escrevemos todos os logaritmos numa mes- 
ma base; escolhendo a base 2, temos: 


= Jogax — logax — Jogx . logx 
log,x jog 2 e logsx jo: 3 


A equação dada transforma-se em: 


logax + que = Sei + 1. Fazendo log;x = y, obtemos 


y + E] = E + 1, ou, multiplicando por 6: 


Como y = log;x, obtemos log;x = = e, portanto, 
x =27 = U2 ='v64 
S = [764] 


4. Resolver a equação 2* = 7 


Solução 
Aplicando logaritmos na base 2 a ambos os membros da 
equação 2* = 7, obtemos log;2* = log;7 e, portanto, 
x - l0g;2 = log;7 ou seja, x = loga7. 
S = [l0g;7). 


5. (EE MAUÁ-SP) Exprima a solução da equação abaixo 
através de logaritmos na base 2: 
2 +2-2%=0 


Solução 
Fazendo 2* = y, obtemos 27* = (4) = 





do 
] ” ? 
e a equação transforma-se em y + 2 — és 0 


Multiplicando por y, vem: y* + 2y — 1 = 0, que nos 


diy=-1-v2ouy=-1 + v2. A solução y = —1+ 
— v2 não convém, pois y = 2*e 2* é sempre positivo. Fi- 
camos, então, com y = — 1 + V2. Logo 2* = —1 + V2€e, 


portanto, x = loga (— 1 + 2). 
S = [log(—1 + v2). 


6. Resolver a equação: xlº8* = 9x. 


Solução 

Aplicando logaritmos na base 3 a ambos os membros da 
equação dada, obtemos: logax!º* = log;(9x). “Tombando” 
o logsx (isto é, aplicando a terceira propriedade operatória), 
que aparece como expoente no primeiro membro, temos: 
(logsx) - (logsx) = l0gs59 + logyx = 
= (log;x) = 2 + logx = 
= (logsx)) — logyx — 2 =0 


Fazendo log;yx = y, obtemos: y? — y — 2 = 0, de onde 


tiramos y = 20uy = —1. Portanto teremos: 
logax = 2 x=3"=9 
ou = ou 
] 
-—= == SO mm ud 
logsx ] x =3 3 


Como a condição de existência é x > 0, o conjunto solu- 


ção será: 
a ode 
s = [19] 


Função logaritmica 
Vamos agora considerar funções que associam números 


reais positivos a seus logaritmos numa base dada. Essas se- 
rão as funções logarítmicas. 









Sendo a um número real positivo e diferente de 1, 
chama-se função logarítmica de base a a função f:R$ — 
— [R definida por f(x) = log,x. 





Observe, antes de mais nada, que o domínio da função 
logarítmica é R*, ou seja, o número x na expressão acima 
deve ser estritamente positivo. 

Exemplos 
1. A função f(x) = logy,px é a função logarítmica de ba- 


L, 
se 3 


2. À função fix) = log x é a função logarítmica de base 10. 


Gráficos das funções logarítmicas 
Vejamos dois exemplos: 
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e gráfico de f(x) = logax: Solução 


fx) = 2* é uma exponencial de base maior que 1; 


g(x) = log;x acabamos de estudar. 





A curva obtida chama-se curva logarítmica. Observe, pe- 
lo gráfico, que: 
e flx) = log;x é uma função crescente; 
e a curva logarítmica corta o eixo dos x no ponto (1; 0) e 
não corta O Eixo dos y (lembre que y = f(x)); Os gráficos obtidos são simétricos em relação à bissetriz 
* logax é negativo se O < x < 1 (curva abaixo do eixo qo primeiro e terceiro quadrantes; isto acontecendo, dize- 
dos x) e positivo se x > 1 (curva acima do eixo dos x). mos que uma função é inversa dá ii du 


e gráfico de f(x) = logy,2x: Concluímos portanto que as funções fx) = 2* e 
g(x) = logax, são inversas. 





2. Num mesmo sistema de eixos, construa os gráficos das 
funções: Bt 
(= (E)! et = logos 


Solução 
f(x) y 





Às conclusões a partir do gráfico são: 
* fx) = log;px é uma função decrescente; 
* idêntica à segunda conclusão do gráfico anterior; 
* log x é positivo se 0 < x < 1 (curva acima do eixo dos x) 
e negativo se x > 1 (curva abaixo do eixo dos x). 

O comportamento das funções logarítmicas é análogo a 
um dos dois exemplos vistos conforme a base escolhida seja -2 —1 4 
o ou menor que 1 (mas sempre positiva). Genericamen- 2 
e temos: 


No 
Pa 


—e 
] 
1 
] 
] 
] 
E] 
1 
q. 


y y = log, x 
a>1 


a, ii g(x) 





Vale o mesmo comentário do exercício anterior. 


3. Obter o domínio da função fx) = log -3(x — 2) 


Solução 





j FUNÇÃO LOGARITMICA 


ps 


Basta lembrar que as condições.de existência dos logarit- 
mos são: base positiva e diferente de 1 e logaritmando posi- 
tivo. Impomos então, as seguintes condições: . 
id  aadepriilas x -— 2 > 0 (condição de logaritmando) 
x — 3 > 0 (condição de base) > 
— 3 é | (condição de base) 
: >] o 
EXERCÍCIOS > x > 3 A intersecção destas três condições nos dá: 
x * 4d 
1. Num mesmo sistema de eixos, construa os gráficos das x >3ex = 4. Portanto, o domínio da função f é: 
funções fx) = 2*e g(x) = log;x. x ER|x>3ex = 4d). 
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4. Obter o domínio da função fx) = logç — q(x? — 3x + 
+ 2) 
Solução 
As condições de existência são: 
* - 3x + 2 > 0 (logaritmando) (1) 
x -4>0 (base) (ID) 
W$- 4H] (base) (11) 
Para (T), temos: 
O O O 





HHHHH x 
o 
Para (TD), temos: 
& O & 
HEHE HHHHO > OMAHA X 
—2 2 
o 
Para , temos: 


p-stlogasoxá Sex (ID 


Fazemos agora a intersecção das condições (1), (11) e (ID): 





DO ie 


-/5 -2 2 JS 


O domínio da função f é: 
[xER|x<-2ex* -V5oux>2ex = 5). 


5. São dadas as funções fix) = x + 2*e g(x) = x — log x 
Calcule: 


a) 0) — e(l) d) e(ft0)) 

b) RU) + g(10) e) logalftg(1)) + g(io)) 
c) fg(1)) 

Solução 


a) N0)=0+2=0+1=1 | = 
g(1) = e 
AO me E) | =0 

Wai e bes a=s 
g(10) = 10 — log 10 = 10 — 
=> fl) + g(10) = 3 + 9 = 12 

c) g f 


1 g(1) F(g(1)) 


Pelo item a, g(1) = 1 e, portanto, flg(1)) = f(1). Pelo item 
b, temos Q1) = 3. 
f 9 


0 f(0) g(r(0)) 
d) 
NO) = 1 (pelo item a) = g(R0)) = g(l) = 


e) logilftg(1)) + g(ftO)] = logal3 + 1] = l0g34 = 2 


6. Determinar o número de soluções reais da equação 


2 
X 
log;x = ribá l 
Solução 
Não se consegue, por vias elementares, achar as soluções 
de uma equação como esta. Podemos no entanto determinar 
o número de soluções reais que a equação admite. Acompa- 


x? 
nhe, Fazendo f(x) = log;x e g(x) = —— — 1, o enunciado 


pode, então, ser reescrito assim: Para quantos valores reais 
de x ocorre fx) = g(x)? 

A resposta é obtida construindo-se os gráficos das fun- 
ções fe g num mesmo sistema de eixos; como a seguir: 


x2 
gx) =T 124 





Verificamos que as curvas obtidas interceptam-se em dois 
pontos distintos À e B. Nestes pontos ocorre fix) = g(x). Po- 


, a a 
demos então afirmar que a equação log;x = ad 1 admite 


duas raízes reais distintas. 


Inequações logarítmicas 

Já vimos que as funções logarítmicas de base maior que 
1 são crescentes e as de base menor que 1 (e positivas) são 
decrescentes. Isso nos dá as seguintes regras gerais para à 
resolução de inequações logarítmicas: 










Quando a base for um número real maior que l,are- 
lação de desigualdade entre os logaritmos se mantém pa- 
ra os logaritmandos. 





Exemplos 
1. l0g;)5 > l0g;3, pois 5>3€ea base é maior que 1; 
2. logs7 < l0g;9, pois 7 < 9 ea base é maior que l; 
3. log;Ã > log;B > A > B, pois a base é maior que ] 
(A, B > 0). 


Quando a base for um número positivo e menor que 


1, a relação de desigualdade entre os logaritmos se inver- 
te para os logaritmandos. 





Exemplos 
1.10g1/25 < log3, pois 5 > 3e a base é positiva e menor 


e l; 
2.10g107> logn9, pois 7 < 9ea base é positiva e menor 


que 1; 
3. lognÃ > lognB = A < B, pois a base é positiva e me- 
nor que 1 (A, B > 0). 

Estas são as propriedades que usaremos na resolução de 
inequações logarítmicas. Acompanhe. 
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EXERCÍCIOS * intersecção de (D e (11) 


1. Resolver a inequação: logi(2x — 4) < logi(3x — 9). 


Solução 

e inicialmente, temos as condições de existência: 
2x —- 4 >0 > -[x>3] 
rodo E23- x>310) 


e agora: log(2x — 4) < log(3x — 9) = 
> 2x —- 4 < 3x — 9 (pois a base é maior que 1) = 


e E dar apege de (D e (1) nos dá o conjunto solução 
= (xe R|x> 5). 

2. Resolver a inequação: logi(x? — 1) > 3 

Solução 

e condição de existência: x? — 1>0 


O) O O) 
HEAHANAHHHO OH x 


e para a resolução, escrevemos o número 3, do segundo mem- 


bro, como l0g;2*, obtendo: logi(x? — 1) > log;2. 


Como a base é maior que 1, a última desigualdade con- 
—1l>28>x-920. 


verte-seem:x? — 1>22'>5%? 


& O & 
OH 


EES=50 
e intersecção de (1) e (17) 
o E 
(1) TE 
Dr O pisos 


=(xER|x<-30ux>3 














3. Obter o conjunto solução da inequação: 
log(x+2) + log(x + 3) > log 12. 


Solução 
º as condições de existência são: 


x+2>010 *2 20 [x> 2] 
E ndo x> -2]0 


º agora: log(x + 2) + log(x + 3) >-log 12 = 
- logl(x + 2):(x+3)]>loggl2=(x+2):(x+3)>12= 
=x +5x-6>0 


O O O) 
ERRO OH X 


EEETTEN O 


oO — — 





-2 
O, “Bb ; 1 X 
(D iscas —. 












=(xER|x>1]) 


4. Resolver a inequação: log;(2x + 4) > logu(x + 5) 


Solução 

* condições de existência: 

2x +4>0 (x > -2 [x > -2| 
pede eh > 2/0) 


* agora, lembrando que a base dos logaritmos é menor que 1, 
temos: logy(2x + 4) 2 logu(x + 5) = 2x +4<x+5> 


e <i/0) 
e a intersecção de (T) e (11) nos dá: 
S=[xER|-2<x<1]) 


5. Determinar o domínio da função 
flx) = vlogux — 3 


Solução 
e o número vÍogyx — 3 será um número real se, e somente 
se: 


: > 0 (pois x é logaritmando) (1) 


> 0 (pois logwx — 3 é radicando) (11) 


e resolução de (TD): 
lognx —- 320 = logux 2 


e 
logy;x — 3 


3. Escrevemos o número 3 na 


forma log (1) , obtendo: 


lognX 2 oga( +) >x<— a iny erte o sentido da desi- 
gualdade pois a base é positiva e menor que 1; não esqueça!). 
º intersecção de (D) e (TI) nos dá o domínio da função f. 
Assim, esse domínio é: 


D(9 = Ker|o<r<) 
6. Resolver a inequação log log;x > 1. 


Solução 
e condições de existência: 
(D x > 0, pois x é logaritmando do logaritmo de base 3; 


(11) log;x > 0, pois logsx é logaritmando do logaritmo de 
base 1/3. 
Resolvendo (11) obtemos; 
logyx > O = log;yx > logyl =x > 1 (1). 

Portanto a condição de existência sairá da intersecção de 
(D e (1), que nos dará: 


EO 


e resolução de logy log;x 2 1 
Substituindo o número 1 por log 1/3, obtemos: 


OGARÍTMICA 


| FUNÇÃO L 


fo 
a 
+] 
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u. 
— 
co 
pra 

«us 

1 
[| 
pri 
(Te) 

— 


[ar 
| 
Co 


logi,3 log;x 2 l0g1,31/3 = log;x < 1/3 
substituindo 1/3 por l0g,3!* temos: 


logyx < l0g,313 
E<HO 


e fazendo a intersecção de (1v) com (V) temos o conjunto 
solução: 


S=xER|I<x<V3 


SEQUÊNCIAS 


Estamos iniciando o estudo das sequências (ou sucessões), 
particularmente das progressões aritméticas e das progres- 
sões geométricas. 

Para entendermos o conceito de sequência, vamos apresen- 
tar um exemplo elucidativo. Imaginemos que, numa Copa do 
Mundo de futebol, os quatro semifinalistas sejam Itália (1), 
França (F), Argentina (A) e Brasil (B); este grupo de semifi- 
nalistas pode ser representado pelo conjunto ([, F, À, B). 
Os semifinalistas jogarão entre si, segundo um critério esta- 
belecido pela FIFA, de modo que, ao final, teremos um cam- 


peão, um vice, um 3º e um 4º colocados. Por exemplo, po- 
deremos ter: 


Campeão: Brasil 
Pacas - 
, pr Ro = esta ordem de classificação 
dis pode ser indicada por: 
(B; A; I; F) 
Uma outra possibilidade pode ser: 
Campeão: Brasil 
Magé 
a rs = indicamos esta ordem por: 
4º: Itália EM REA 


4º: França 


E, assim, podemos obter outras ordenações com os mes- 
mos quatro semifinalistas; cada uma destas ordenações cha- 
mamos de sequência; deste modo: 


Sequência é um conjunto ordenado de números, 


Isto é, sequência é um conjunto no qual existe uma ordem 
entre seus elementos de forma que há um primeiro elemen- 
to (indica-sc a,), um segundo elemento (indica-se a;), um ter- 
ceiro elemento (as), € assim sucessivamente. 

A sequência formada pelos elementos a, a,, às, ....é re- 
presentada colocando-se seus elementos em ordem e entre 
parênteses: . 


(21; 2; 23; As; -..) 


Um termo qualquer da sequência indica-se por an, onde 
E Nº, 


Uma sequência pode ser finita se houver um último ele. 
mento ou infinita no caso contrário. 

Podemos formar sequências numéricas das maneiras mais 
variadas possíveis. 


Exemplos 

1. A sequência (1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; ...) é obtida somando-se 
dois termos consecutivos para obter o próximo: 
ata=zneol+1=2Zata=a>1+2=3 
ata=za>2+3=5ata=a=>3+5=8.. 
2. Na segiiência (1; 4; 7; 10; 13; ...) cada termo, a partir do 
segundo, é obtido somando-se 3 ao termo anterior. Este tipo 
de segiiência chama-se progressão aritmética; 

3. Na sequência (2; 6; 18; 54; ...) cada termo, a partir do 
segundo, é obtido multiplicando-se por 3 o termo anterior, 
Segiências deste tipo chamam-se progressões geométricas; 
4. Na sequência (2; 4; 8; 16; 32; ...) temos: 
q=2=284=4=2;934=8=2;a=16=ã2s 
genericamente, escrevemos: a, = 2",n E Nº; 

5. Na segiência (2; 4; 6; 8; 10; ...), formada pelos números 
pares positivos, temos: 
aq=2=2'"1;=4=2:2;9,=6=2º5;4=8=2:4; 
genericamente, temos: a, = 2: n,n E IN*, 








OBSERVAÇÃO Uma outra notação possível para as 
sequências é a notação funcional; nesta notação, temos: 
1º termo: f(1); 2º termo: (2); 3º termo: f(3); termo ge- 
ral: f(n). 


Exemplo 

Na sequência (2; 5; 9; 14; 20; ...), temos: 1º termo: 1) 
= 2; 2º termo: (2) = 5; 3º termo: f(3) = 9; 4º termo: 4) 
= 14; e assim por diante. 


EXERCÍCIOS 


1. Escreva os cinco primeiros termos da sequência cujo ter- 
mo geral éa,=nº+3n,n E IN*. 


Solução 

Obtemos os cinco primeiros termos da seqiiência substi- 
tuindo n, sucessivamente, por 1, 2, 3, 4 e 5 na fórmula 
a, = nº + 3n. Temos, então: 
a=2+3x]=1+3=4; 
a=22+3x2=4+6=ãh10; 


a =3+3x3=9+9=ãhl]8; 
a =4+ 3x4 = 16 + 12 =28; 
a =5"+3x5=25+15=h40. 


Logo, a sequência pedida é: (4; 10; 18; 28; 40; ...) 


2. Escreva os 5 primeiros termos da sequência em que 
a=4€ea=a.1 +5n€E ln oza2. 


Solução 

Já sabemos que o primeiro termo a, é 4; analisando à €X- 
pressão a, = a, + 5, concluímos que um termo qualquer 
an da sequência é a soma do termo antecedente a ele (an - 1) 
com 5; assim sendo, temos: 
n=2>4a=4+52294=4+5=9=õ09; 
n=3>94=a+5>93=9+5>3a=il4; 
n=4>4=a+5>4=14+5>a,= 19; 
n=S5=azatSva=19+5=a=24; 
Logo, a sequência pedida é: (4; 9; 14; 19; 245...). 


Scanned by CamScanner 


3. Escreva a seqiiência em que fn)= 2 :n — I,n € Nº. 
Solução 

Temos a segiiência representada pela notação funcional; 
fazendo, sucessivamente, n = 1,2, 3, 4, 5, ..., temos o pri- 
meiro, o segundo, o terceiro, etc. termos da sequência: 


n=l=>ND)=2:1-1=1>=a4=A4)=1; 
n=251292=2:2-1=3=234=1N29)=3; 
n=3513)=2:3-1=5=>a,=13)=5; 
n=4>149)=2:4-1=7=a=14)=7; 
n=5>15)=2:5-1=9=a=15)=9. 


À sequência pedida é, portanto, a sequência dos núme- 
ros ímpares positivos: (1; 3; 5; 7; 95...). 


Progressões aritméticas 










Uma progressão aritmética (P.A.) é uma sequência de 
números reais onde cada termo, a partir do segundo, é 
obtido somando-se uma constante ao termo anterior. 


À constante que aparece na definição acima chama-se ra- 
zão da P.A. e será indicada pela letra r. 
Exemplos 
1. À segiiência (3; 5; 7; 9;...) é uma P.À. infinita (pois tem 
infinitos termos), de primeiro termo a, = 3 e razão r = 2 
(para obter r, calcula-se qualquer uma das diferenças a; — 
-a=5-3=20ua-a=7-5=2,etc.). 
2. A segiiência (8; 5; 2; — 1) é uma P.A. finita (pois tem exa- 
tamente 4 termos; tem um último termo) de primeiro termo 


a =8erazior=-3(r=a-a=5-8=-3). 
3. À segiiência (1; 1; 1; 1; ...) é uma P.A. infinita de primei- 
ro termo a, = le razãor = 0. 


Termo geral 

Conhecendo o primeiro termo a, e a razão r de uma P.À. 
podemos obter a expressão do seu termo geral a,. Isto é pos- 
sível usando a definição de P.A.: 


tr 


Datas e" a = a; + Tr 
o o 


a1 d2 
+r +F 
rara E 
a! a? aa 
+r Lil tr 
NONO + 
a d2 ã3 aa 


Da mesma forma, podemos escrever que: 


» =a, + 4r 

as = a + 5r, e assim sucessivamente. Repare que o 
número de razões somadas é sempre igual ao índice do ter- 
mo a ser calculado menos um; portanto, um termo qualquer 
an Se escreve como na expressão abaixo. 


tr tr +r +r 
a 12 aa ag ân-1 In 


À fórmula acima é a expressão do termo geral de uma P.A. 


EXERCÍCIOS 


1. Obter o 5º termo de uma P.A. onde o 1º termo é —3e 
a razão é 4. 


Solução 
Como queremos o 5º termo da P.À., fazemos n = 5 na 

fórmula do termo geral: 

ui-dt da Der 


. a =a +: 
n=5 E 


a=-3+ 4x4 - [a - 13] 


2. Obtero6º co 7º termos da P.A.ondea, = 2ea,=8 
Solução 
Pela fórmula do termo geral, podemos escrever que: 
a=a+2H>28=2+2r=6=2 


r=3 


Agora calculamos a, e a;, novamente pela fórmula do ter- 


mo geral: 
a=at5sroa=2+5x3 


£o 
l 
s 
+ 
[o 
A 
U 
Ly 
| 
0) 
+ 
o 
X 
tus 


Se preferir,a, = a +r=>a=17+3=ã20. 


3. Determine o 1º termo e a razão de uma P.A. onde o 5º 
termo vale 10 e o 10º termo vale 5. 
Solução 

Aplicamos a fórmula do termo geral para o 5º e o 10º 
termos: 


H 
4 

+ 
o 
— 


o = +4r. p 
ao = a + 9 5=a + 9 (1) 


Resolvemos o sistema fazendo (1) — (1): 5= -5re, 


portanto, 


Substituindo r = — | em (1), temos: 10 = a, + 4: (—1), 
isto é, a — 4 = 10 e, portanto, 


a = Id 


4. Quantos termos tem a P.A. onde o 1º termo é 3, a razão 
é 13 e o último termo é 1462 
Solução 

Se n for o número de termos da P.A., o último termo 
será o ap; temos então: 


E =3 

r=13 >a=a+(n- lr 

a, = 146 146 =3+(n — 1)x13 

143 = (n — 1)x13 

Abrindo os parênteses e resolvendo a equação, temos: 
ln — 13 = 143 > 13n = 156 


n=12 


9. Mostre que se (a; b; c) é uma progressão aritmética, en- 
Are 
cerne, 


tão b = 
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1 SEQUÊNCIAS 


[2 
o 
o 


Soma dos termos 

Como vócê calcularia a soma S = 1+2+3+..4 
+ 98 + 99+ 100, formada pelos cem primeiros números in- 
teiros positivos? Conta-se que Gauss (Carl Friedrich Gauss 
aritmética entre a € c. — 1777/1855), notável matemático alemão, aos 9 anos de ida- 

Portanto, o que vamos demonstrar é que um termo de de, calculou a soma S anterior, escrevendo-a das duas ma- 
uma P.A. é a média aritmética entre seus “vizinhos”. neiras seguintes: 

A demonstração da propriedade é simples; se (a; b; c) é S=1+2+3+... +98 + 99 + 100 
uma P.A., temos: S=100+99+98+...+3+4+24+41 


Solução 
Antes da solução, um comentário: quando escrevemos 


b = a, estamos dizendo que o número b é a média 


| md E 
O E seoúências 


e somando as duas igualdades membro a membro para obter: 
ob dd >b-a=c-b 28 =(1+100)+(2+99)+(3+98)+... +(98+3)+ 
cobtrnC- DD a.Megdt + (99 + 2) + (100 + 1). 

Observando que: 

E Mad e a soma de cada parêntese é sempre 101; 
2 e existem 100 parênteses, concluímos: 


Este resultado é para ser guardado e usado toda vez que 
se julgar conveniente. 


6. Determinar o número x sabendo que a sequência 
(3x + 2;x — 1; 2x + 3) é uma progressão aritmética. 


Solução 
Lembrando a propriedade anterior (o termo central é a 
média aritmética dos seus vizinhos), temos: 
5x + 5 


3X 424243 00. E 
2 = a 2 


> 2x -—-2=5x+5>53)kx=-—-7 


7. Uma P.A. tem três termos e a soma deles vale 30. Sa- 
bendo que a soma dos quadrados dos dois primeiros termos 
dessa P.A. vale 125, determine essa P.A. 





x- 1l= 


Solução 

Para este tipo de questão, em que há 3 termos consecuti- 
vos de uma P.À., temos uma representação muito convenien- 
te; chamando o termo central de x, o seu antecedente e 0 
seu consequente serão, respectivamente, x — rex + r; veja: 


Cos RS ee) D(X— XX A+) 
A DR di 


Vamos agora aos dados do problema; como a soma dos 
termos da P.A. é 30, temos: 


Ei-=rtrxtrztr=) IR 3 


Com x = 10, a nossa P.A. pode ser escrita como: 
(10 — r; 10; 10 + r) 
O outro dado do problema é que a soma dos quadrados 
dos dois primeiros termos é 125; portanto: 
(10 —- 1? + 10º = 125 » 
= 100 —- 20r + 1º + 100 = 125 > 
-rn-20r+7Ô%5=o0. 
Resolvendo esta equação de 2º grau, obtemos r = 5 ou 
r = 15; existem portanto duas P.À. satisfazendo o enunciado: 


-r1=5= (5; 10; 15) 


(10 — 1; 10510 + DC, = 15 = (5; 10; 25) 





100x101 


2S = 100x101 = S = E 


= |S = 50x101 = 5050 


Vamos utilizar o raciocínio anterior no cálculo da soma 
dos n primeiros termos de uma progressão aritmética. 
Seja a P.A. (a; a»; às; ...; An) e seja S, a soma que dese- 
jamos calcular, isto é, 
Sat Mhta ta tcc +ma 
Essa soma é calculada pela fórmula: 


MR A 


A demonstração deste resultado segue o raciocínio usado 
no exemplo anterior; escrevemos a soma S, de duas manei- 
ras equivalentes: 


Sa=atatat..tan sta taçe 
Sae tA- tato tasta*a 
Agora, somamos as duas igualdades membro a membro: 
2S,=(a+ta)+(aa+an)+(as+aç-o ++ 
+ (an-2+as) + (an) + 22) + (an + 2) 
Observando que: 
e a soma de cada parêntese é sempre igual a à, + an: 
ata=(a+tn)+(a,-rn=atrtao— ro 
. &y + dn) 
ata, 2=(a+2)+(a,—-2)=a +2r+taç—2r= 
= a; + an; € assim sucessivamente; 


* existem exatos n parênteses de valor a, + an, concluímos 
que: 


2S, =(a+a):n= 


(a + ag): n 
O qi ES Ma 


| Portanto, para calcular a soma S, de n termos consecu- 
livos de uma P.A, devemos calcular a média aritmética dos 


: ajt+a cal: 
termos extremos, isto é, calcular E É e multiplicar es- 


te resultado pelo número n de termos a serem somados. 
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Exemplos 
1. A soma dos 5 termos da P.A. (1; 3; 5; 7; 9) é: 


a + a) 5º (1+9-5 
sg= Ulm ssg= DD. 3 = 25 


9. A soma dos números naturais consecutivos 
W+I12+13+ 14 +... +48 +49 + 50 


a tan)*n (11 + 50) - 40 
é Sa * da A =" 2 =61x20=1220 


1. Obter a soma dos 50 termos iniciais da P.A. 
(2; —1; — 45 ...). 





Solução 


A soma Sso, pedida no enunciado,calcula-se usando a fór- 


(a, + a) * A 


mula S, = e, portanto, 
(a + aso) * 50 
E 


Como não sabemos o valor de aso; 0 calculamos usando 
a fórmula do termo geral: 


Ro = qo = a +(50 —- 1)er 
RR E IRES > ao =2+49x(-3) 
>» do = 2 — 147 = 
= ao = — 145 


Agora podemos calcular Sso: 

sabia o, 
Sso = 2 2 
=(—143):25= — 3575 


Logo, a soma pedida é: 


Sso = — 3575 


2. Calcular a soma dos termos da P.A. finita (2; 5; 8; ...; 59). 


Solução 

Para poder determinar a soma 2 + 5 + 8+... +59, 
precisamos saber quantos são os termos que estão sendo soma- 
dos, isto é, precisamos saber quantos termos tem a P.À. do 
problema; vamos usar a fórmula de termo geral para calcu- 
lar n, onde n representa a quantidade de termos: 
Aq=a+(n-l)ier=59=2+(n-1)*3 

>57=3n-3=>3n=60= 


- [2=20] 


Agora já sabemos que vamos somar os 20 primeiros ter- 
mos da P.A.: 


So = 44 + coa .Q+ o bb 


3. Calcular a soma dos 10 primeiros termos da P.A. em 
que o termo geral da sequência é a, = 4n — 3, n E Nº. 


= 61xI0 = 


Solução 


Para calcular S,o (soma dos 10 primeiros termos), preci- 


samos calcular inicialmente a, € 2,0; para isso, fazemos n = | 
en = 10 na expressão de termo geral da sequência: 


go ER” | = a =4x] -3= [221] 
a, =án-3 dpcinnisisommpnn 
- paran = 100 20 = 4X 10-30) 20 = 37] 


Agora, a soma S;, calcula-se pela fórmula: 


(a +a,):n a, + aro) * 10 
S, = O o Soo Sit O o = 
1 + 37)-10 
DD se=38n5- 


» [So = 190] 


Progressões geométricas 





Uma progressão geométrica (P.G.) é uma sequência 
de números reais onde cada termo, a partir do segundo, 
é obtido multiplicando-se o termo anterior por uma 
constante. 









À constante que aparece na definição anterior chama-se 
razão da progressão e será indicada pela letra q. 


Exemplos 

1. A sequência (1; 2; 4; 8; ...) é uma P.G. de razão q = 2. 
Para obter a razão q, divida a, = 2 por a, = | ou divida 
a = 4 por a;=2,etc.; 


2. À sequência (3; — 6; 12; — 24; ...) é uma P.G. de razão 
à; E 6 


q = —2 (observe: q = atado — 2); 

- À sequência (10; 5; = - FE ...) é uma P.G. de razão 
o DR É lá 
a 


A sequência (1; —1; 1; — 1; ...) é uma P.G. de razão 


= —1; 


À sequência (5; 0; 0; 0; 0; 0; ...) é uma P.G. de razão q = 0. 


oO Oo tw 


Termo geral 
Conhecendo o primeiro termo a, e a razão q de uma P.G,, 
podemos obter qualquer outro termo a. da sequência (ter- 
mo geral). Para chegar à expressão do termo geral, usamos 
a definição de P.G.: 
Xq 


a 
31 32 
Xq Xq 
21 a2 as 
= 
a; a? 33 34 


à = à * 


Da mesma forma, temos: ( Ê 
' às JE ã, á q 
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vamente; observando que o expoente da razão q é sempre 
igual ao índice do termo a ser calculado menos um, um ter- 
mo a, qualquer pode ser escrito como na expressão abaixo. 


Xq x q Xq Xaq 
EP DO einesiÃ 
31 ã2 33 


34 ôn-1 In 


EXERCÍCIOS 


1. Obter o 8º termo da P.G. (1; V2; 2; 212; 4; ..). 


Solução 


usando a expressão do termo geral da P.G., temos: 


a=acqrl>a=acqrl>a=1-(02)= 
= (V2f - (12) 
Logo, a, = 2º - (12) = 


- [.= 04] 


2. Qual a razão da P.G. em quea, = 2 ea, = 64? 
Solução 

Usamos a expressão do termo geral da P.G.: 
aq=acql>a=acqgo>64=2:g=>g'=32. 
Como 32 = 2*, temos: q* = 2* e, portanto, 


3. Qual é a razão de uma P.G. em que a, = 2 e 2; = 1282 


Solução 

Analogamente ao exercício anterior, temos: a; = a, * qf 
e, portanto, 128 = 2 - q? = qº = 64. 

Como o expoente de q é par (é 6), a razão q pode ser po- 


sitiva ou negativa e, portanto, q = 4/64 = q = +42" 


Temos, portanto, duas P.G. que satisfazem o enuncia- 
do:q= 2 =(2;4;8; 16; 32; 64; 128) 
eq=-2=>(2;-4;8;-16;32; —64; 128). 


4. Qual o número de termos de uma P.G. onde o primeiro 
termo vale 3/125, o último vale 1875 e a razão, 52 


Solução | 
Sendo n o número de termos da P.G., temos: 
a = 3/125,a, = 1875eq = 5; comoa, = a, * q"”1, te- 


3 - ' 1875 x 125 
. , — X SO) o GD) E ms CS 
mos: 1875 = “55 5 5 3 


= 625x125=5'x5 
Logo, 5"-!=5'en-1=7=[n=8| 


5. Interpolando-se 5 meios geométricos positivos entre 2 e 
1458, obtém-se uma P.G. de razão q; determine q e o pri- 
meiro termo a ser interpolado. 


Solução 
Interpolar (ou encaixar, inserir, colocar entre) 5 meios geo- 
métricos entre 2 e 1458 significa formar uma P.G. com pri- 


meiro termo 2 e sétimo termo 1458: 

[DE colaterais 1425) 

Es 

a, 5 termos a; 
Como a; = a, : q*, temos: 1458 = 2: q* => 729 = q*e, 
portanto, qº = 729 = 3º; sendo q > O (termos positivos), te- 


O primeiro termo a ser interpolado é o 2º termo da P.G. 
e, portanto, a = a 'q=> a =2x53 - [4 =6] 


6. Mostre que se (a; b; c) é uma progressão geométrica, en- 
tão: b? = ac. 


Solução 

Inicialmente, precisa ser dito que quando escrevemos 
b?=a-c estamos dizendo que o número b é a média geomé- 
trica entre a e c; portanto, o que vamos demonstrar é que 
um termo de uma P.G. é a média geométrica entre seus “*vi- 
zinhos”. 

Vamos à demonstração: se (a; b; c) é uma P.G., então: 


E 


b=zacgqoq=— 
À O E dês 
biq=q= 24 


o 
ll 





OBSERVAÇÃO Na demonstração anterior, está im- 
plícito que a e b não são nulos; sea = 0 e b = 0, então, 
pela definição de P.G., c também seria nulo e então a 
propriedade demonstrada continuaria válida pois 
0º= 0x0. 







7. Determine x de modo que x— 2, x+4 e x+8 sejam, nes- 
ta ordem, termos consecutivos de uma P.G. 


Solução 

Pelo enunciado, temos que (...,x — 2;x + 4x + 85...) 
é uma P.G.; aplicando a propriedade demonstrada no exer- 
cício anterior, temos: (x + 42? = (x — 2)-(x + 8). 
x + 8x+ 1l6=x)+6x-— |6=2x=-32> 


- [x = — 16] 


Com este resultado, substituindo x no enunciado, temos a 
P.G. (...; — 18; — 12; — 8; ...) com razão q = 2/3. 


8. Determine uma P.G. crescente, de três termos, onde O 
produto destes termos é 8000 e onde a soma dos termos ex- 
tremos é 50. 


Solução 

Para questões em que há três termos consecutivos de uma 
P.G. é conveniente fazer a seguinte representação: chama- 
mos o termo central de x, a razão da P.G. de q e, assim, O 
termo antecedente e o consegiiente ao termo central x pas- 
sam a ser x/q e x - q, respectivamente: 


Ce AS) = (xlg;x;x"q) 
q *q 
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Com esta notação, voltamos aos dados do enunciado; se 
o produto dos termos é 8000, temos: 


* .x-xq = 8000 > x' = 8000 > x = 8000 = 


= [x = 20] 


Ainda no enunciado, temos que a soma dos termos extre- 

mos é 50 e, portanto, + xq = 50 > EUA 20q = 50. 
Tirando-se o m.m.c., temos: 20qº? — 50q + 20 = 0; 

dividindo-se esta equação por 10, obtemos: 

2q' — 5q + 2 = 0. Resolvendo, obtemos: q = 2ou q = 1/2. 
Como o enunciado diz que a P.G. deve ser crescente, op- 


tamos pelo valor 


Substituindo x = 20 e q = 2 na P.G., temos: 
(x/q; x; xq) = | (10; 20; 40) 


9. No dia 1º de janeiro, uma pessoa deposita 100.000 cru- 
zados numa aplicação financeira que lhe rende 20% ao mês; 
qual será o montante acumulado no dia 19 de junho? 


Solução 
Inicialmente, repare que calcular 20% de 100.000 signi- 


fica multiplicar 100.000 por o isto é: 


20% de 100.000 = 20" x 100.000 = 0,2 x 100.000 = 


100 
= 20.000. 

Portanto, calcular 20% de algum valor significa multi- 
plicar este valor por Ei isto é, significa multiplicar por 0,2. 

Voltemos agora ao problema inicial; ao final do primeiro 
mês, portanto em 1º de fevereiro, teremos o total de 100.000 
mais 20.000 relativos aos juros de 20%: 1º de fevereiro: 
100.000 + 20.000 = 120.000. 

Ao final do 2º mês de aplicação, teremos o valor de 
120.000 mais os 20% de juros acumulados, isto é, 1º de mar- 
ço: 120.000 + 0,2x 120.000 = 120.000 + 24.000 = 144.000. 

Prosseguimos assim, sucessivamente, calculando sempre 
20% sobre o valor acumulado: 
1º de abril: 144.000 + 0,2x 144.000 = 144.000 + 28.800 = 
= 172.800 
1º de maio: 172.800 + 0,2x 172.800 = 172.800 + 34.560 = 
= 207.360 
1º de junho: 207.360 + 0,2x207.360 = 207.360 + 41.472 = 
= 248.832 

Portanto, o total acumulado no dia 1º de junho será de 
Cz$ 248.832,00. 

Repare agora como isto pode ser calculado mais rapida- 
mente com a aplicação da P.G., sem precisar calcular mês 
a mês os valores acumulados; veja como se faz isso. 

Sendo C o valor depositado, 20% de C é 0,2 - Ce, por- 
tanto, o acumulado será C + 0,2: C= 1,2- C. Olhando 
para esta última igualdade percebemos que para descobrir 
o valor acumulado basta multiplicar o valor inicial C por 1,2, 
obtendo 1,2C. Então temos: 
1º de janeiro: C a 
1º de fevereiro: 1,2 : E d 
1º de março: 1,2 x (1,2: C) = 1,22: C— a, 
1º de abril: 1,2 x (1,22) = 1,22.C—— a, 








1º de maio: 1,2 x (1,22 -C) = 1,2º:C—— a, 
1º de junho: 1,2 x (1,2*- CC) = 1,2º-C— a, 
Portanto, o valor acumulado é sempre igual ao acumula- 
do do mês anterior multiplicado por 1,2; então, os valores 
acumulados formam uma P.G. de razão 1,2. Logo, o valor 
depositado em 1º de janeiro é o 1º termo da P.G. (a,)e o 
valor acumulado em 1º de junho é o 6º termo da P.G. (a,); 
então, pelo termo geral da P.G. temos: 
aa gq! =» a = C-1,2 
Como C = 100.000, temos: as = 100.000 x 1,2% 
Calculando 1,2º com uma calculadora obtemos: 
1,2* = 2,48832 = a, = 100.000 x 2,48832 = 248.832, que 
é o total acumulado. 


10. (FUVEST) A cada ano que passa, o valor de um carro 
diminui de 30% em relação ao seu valor no ano anterior. Se 
V for o valor do carro no primeiro ano, qual será o seu valor 
no oitavo ano? 


Solução 

Se o valor do carro diminui de 30% a cada ano,então,ao 
final do primeiro ano de uso o valor do carro será 70% do 

adia Ná 70 sé 

seu valor inicial, isto é, será 00 V=0,7+V. 

Ão final do 2º ano, o valor do carro será 70% do valor 
anterior, isto é, será 70% de 0,7 * V: 
' 70 dio: dá e: dio 
70% de 0,7 * V = 00 9 V=0,7:0,7:V= 
=0,7-V 

Percebemos então que os valores do carro, ao final de ca- 
da ano, formam uma P.G. de razão 0,7. Esta P.G. tem pri- 
meiro termo a, = V e nós queremos saber o valor do 8º ter- 
mo dela. Aplicando a fórmula do termo geral, temos: 


na q=a=V 07 =[a=07V|] 


Portanto o valor do carro após 8 anos de uso será igual 
0) 7? .V 
a 0,7 


Soma dos termos 

Consideremos uma P.G. (a,; a;; às; ...) de razão q; vamos 
ver como se pode determinar a soma S,, dos n primeiros ter- 
mos da P.G., isto é, como se calcula a soma S, = à, + à; + 
+ a +..a, 
e 19 caso: sea P.G. tem razão q = 1 (P.G. constante) todos 
Os seus termos são iguais entre si e iguais ao primeiro ter- 
mo, istoé,a = 2 =a,=..=a,e, portanto, a soma S, 
passa a ser: 


S,=atra+.ta=nea 


n parcelas 





Exemplo 

A soma dos 10 primeiros termos da P.G. (4; 4; 4; 4; ...) 
é 10 x 4 = 40; repare que a P.G. tem razão q = 1 e todos 
Us seus termos são sempre iguais a 4 e, portanto, a soma dos 
seus 10 primeiros termos é a soma de 10 números 4. 
e 2º caso: se a razão q da P.G. é diferente de | (q * 1) 
a soma S, de seus n primeiros termos é: 
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Vejamos, agora, como se chega a esta fórmula; o que que- 
remos é calcular a soma seguinte: 
So=utata +. + an 
erga os membros de (D pela razão q: 


qSa=uacqta q+a: + e + a" 04 
+ an 

Como a, :q=anãa:q=a»..o An-1' q = Ap LEMOS. 
q S,=nta tato... tanta" q (1) 


Escrevemos agora as equações (T) e (1) anteriores, uma 


sob a outra, da maneira como segue, e subtraímos uma da 


a + art as se E ag 13 
q Sa marta ate at ag + “> 
E gera nerarand 

Colocando S, em evidência no primeiro mem- 
bro, vem: 
> Sa(l-q=a-—aa 
Sendo q = 1 (hipótese), temos: 





Na fórmula obtida, substituindo a, por a, * q"=!, vem: 


a — à qro! “q 


Ss2 2 1-qo o 
- A 
l-q 

Exemplos 
1. À soma dos 5 primeiros termos da P.G. (1; 3; 9; 27; 81) 
q aa q |-81x3 1243  —242 + 
a [1-3 -7 "  <9 7” 
= 12]; 


2. À soma dos 10 primeiros termos da P.G. Ep ud 


| 
É ME 22 id DR A 


es ed Uog) o - 
: Si es “Tels “fm 
2º — | 1024 — 1 
210 1024 1023 2 
> S ————— É — ——————e—e— — 
10 172 1/2 1024 “7 

A 1023 

So = 512 


EXERCÍCIOS 


1. Determine a soma dos termos da progressão geométrica 


(1; 2; 4; 8; ...; 1024), 
Solução a 
Temos: a, = 1,q=2,a, = 1024€esS, E 
o ga dd RÃ 4 ANDO SAT 
n 


- [Em 


2. Resolver a equação x + 4x + 16x +... + 1024x = 1365, 
Solução 

Pondo x em evidência no pe. membro da equação, fi- 
camos com: x (1 + 4 + 16 +... + 1024) = 1365. Agora, re- 
pare que a sequência (1; 4; 6: 5 1024) é uma P.G. de ra- 
zão q = 4, primeiro termo a, = y c último termo a, = 1024, 
A soma dos termos dessa P.G. calcula-se usando a fórmula 
dy — dn *Q 


S, = FE ; portanto, temos: 
S, = tt - A = 1365; agora, voltando 


com este resultado na equação dada (já com x em evidên- 
1365 = 1365 = x = 1. Logo, |S = (1)|. 


3. Na P.G. (2; 6; 18; ...) quantos termos consecutivos de- 
vem ser somados, contando a partir do primeiro termo, de 
modo que a soma desses termos seja 6560? 


cia), temos: x * 


Solução 

Seja n o número de termos da P.G. que serão somados, 
isto é,a tata +... + a, = 6560. 

Usamos a fórmula da soma dos n primeiros termos de 


uma PG. : Sp = 40 9, com a =2eq=)3. 
Temos então: S, = US = 6560 = 
202 560 = -1:(1-39)=6560 = 


> -—-|+3m =6560=3"= 656. 
Decompondo 6561 em fatores primos, obtemos que: 
6561 = 3º logo, 3" = 6561 = 3º > 


- [n=8| 


Soma dos termos de uma P.G. infinita convergente 
Vamos apresentar dois exemplos para poder explicar O 
que vem a ser uma P.G. infinita convergente. 
e 19 exem a E E RT 
| plo: consideremos a P.G. (1; 2 4º 8º 16º 
32 ...) Esta P.G. tem primeiro termo a, = 1 e razão q = 


.d 
= * vamos escrever os termos dessa P.G. na forma 


decimal: 
5 = a = 0,5 a; = 0,25 
= U,los as = 0,0625 a, = 0,03125 


nem para os valores desses termos percebemos que 
quanto maior o índice do termo, menor é o seu valor, isto 
é, à medida que o índice vai aumentando, o valor do termo 
vai diminuindo, diminuindo, diminuindo, ... mantendo-se 
porém sempre positivo e aproximando-se do zero. 


Agora vamos calcular a soma S, dos n primeiros termos 
dessa P.G.; repare: 


S=a+a=1+05=1,5 


S=atam+a=1+05+025=1,75 
Se = 140,5 + 0,25 + 0,125 = 1,875 
gs = 


| + 0,5 + 0,25 + 0,125 + 0,0625 = 1,9375 
Utilizando uma calculadora, obtivemos os valores de as, 


rp ds € à, €, Com estes resultados, calculamos os correspon- 
entes valores de S,, Sy, Sg € So; veja: 
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a = 0,03125=——> 8, = 1,96875 

a = 0,0 15625 m===mmmmo S, = 1,984375 
a = 0,0078125 S, = 1,9921875 
à = 0,00390625— S, = 1,9960937 


Analisando os resultados das somas S, percebemos que 
é uma sequência de números crescentes cujos valores vão se 
aproximando do número 2. 


e 29 exemplo: consideremos a P.G. 

ST ES" a HD» + 
Esta P.G. tem primeiro termo a, = le razão q = — 2/5; 
vamos escrever seus termos na notação decimal e, simulta- 
neamente, calcular os valores das somas $,: 
di 
a; =ata=õoO,6 
ds 0,16 => S,=uatatas 0,76 
a = —0,064===——> S, = 0,696 


nom 
| 
[a] 
via 
cs 
| 


a = 0,0256 = S, = 0,7216 
a = — 0,01024=====> S, = 0,71136 
a, = 0,004096 = S, = 0,715456 


Analisando esses resultados, concluímos que: 
e a segiiência dos números a,, da, às, ds, às,... é alternante 
(ora é um número positivo, ora é negativo), porém, em va- 
lor absoluto (esquecendo o sinal) os valores dos números a, 
vão diminuindo e se aproximando do número zero; 
e a sequência das somas S, é oscilante (ora aumenta, ora di- 
minuiu) e seu valor vai se aproximando de um número im- 
possível de ser previsto sem uma teoria matemática mais 
apurada. 

Segiiências como estas dos dois exemplos anteriores, cu- 
jos termos a, vão diminuindo em valor absoluto à medida 
que o índice n aumenta, são chamadas de segiiências con- 


vergentes. 





Uma P.G. é uma sequência convergente se e somen- 
te se sua razão q é tal que —| < q<i. 





Consideremos então uma P.G. infinita e convergente (a;; 
da; Q3; às; ...); à soma S dos seus infinitos termos: 
S=atatatata to. 
pode ser calculada pela fórmula 


Esta fórmula sz obtém a partir da expressão da soma dos 
da — dp" Q 
. 1 - 

tituindo a, por zero; isto é razoável pois numa P.G. infini- 
ta e convergente os termos “lá perto do fim da sequência” 

são praticamente iguais a zero. 


n primeiros termos de uma P.G. S, = subs- 


Exemplos 
. Es . Em E» ) 
6) 2 , 4 , 8 b) ... . 


he . . po a A | 
E uma P.G. infinita e convergente pois a razão é —; à 


1. Calcule a soma dos termos da P.G. (1 


soma S = | + > + 4 + “ + + + ... se calcula pela 


fórmula S = — 
EA 

Como a, = leq = 1/2, temos: ii Fun iii 

ENS RT AT 





Volte agora ao 1º exemplo e veja como este resultado con- 


firma o resultado previsto lá anteriormente. 


2. Calcule a soma dos termos da P.G. 
(1; 2,4. eu. 16. ) 
E. GAR: LET LAT hd 


. em E x 
E uma P.G. infinita com razão q = —- e, portanto, 


—-— 





é uma P.G. convergente; a soma dos termos dessa P.G. se 
obtém fazendo: 


see (58) (65) (68) (8) e 





E ni d, 
=S= Es 
Sendo a, = 1 
.-=2 a DEN 
bri | — (- 2/5) | + 2/5 
SOR Re 
715 Tt 


Este resultado 5/7 é o valor impossível de ser previsto, 
conforme foi citado na análise de resultados do exemplo 2. 


EXERCÍCIOS 


1.1 


1. Calcule a soma dos termos da P.G. (l; EC a 
Solução 
1/3 | 
A razão da P.G. é q = a = = 3 & portanto, é 
| 


uma P.G. infinita e convergente. 
A soma S dos seus infinitos termos é calculada pela fór- 





mula S = T = E ND = leq=Ããl/3temoss = 
= —+5 = sa = Er portanto, a soma dos termos da 
PAS. é 


S = 3/2 


e 
2. Calcule a soma dos termos da P.G. (6; — 2; E = +) 


Solução 
Inicialmente calculamos a razão q da P.G.: 
— 9 A 
q = ma 2 2 4 5! Temos então um P.G. infinita 
a, 6 3 


e convergente pois a razão está compreendida entre — le 

1. A soma dos termos dessa progressão se obtém fazendo: 

SE RS SR 4 
“A-q 1-(-13) 1+13 43 4 


Logo, a soma S dessa P.G. é 


9 
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9. Resolver a equação: x + a + E + = +... = 40. 


Solução 
À soma x + = + E + ça + ... deve ser entendida como 


a soma dos termos da P.G. infinita (x; ço FT Bird 


a 
Esta P.G. é convergente pois sua razão é q = a = 
| 
=2 
ã! 


dos termos da P.G. pela fórmula S = ET 


gi ç x— = — Calculamos agora a soma 








com à = X 


-— . -— E SR aaa = E A 

A Dai [| = 1 1/2 

Voltando à equação dada no enunciado do problema, 
temos: 


= 2x. 


2x =40=x=k20. 
Logo, o conjunto solução S da equação é 


4. Determinar a fração geratriz da dízima periódica 
0,44444... 


Solução 

Chamamos de fração geratriz à fração do tipo p/q que 
transformada em número decimal dá origem à dízima perió- 
dica (os números p e q são necessariamente inteiros). 


Por exemplo, 1/3 é a fração geratriz da dizima 0,3333.... 


pois - = 0,3333....; 3/11 é a fração geratriz da dízima 


0,272727... pois efetuando a divisão de 3 por 11 obtemos 
a dizima 0,272727... 


Vamos agora obter a fração geratriz de 0,4444... Repare 
que 0,4444... é a seguinte soma: 
0,4444... = 0,4 + 0,04 + 0,004 + 0,0004 +... 
4 4, 4,48 


0,4444... = 5 * 00 | 1000 10000 
4 e.4 


ma é a soma dos termos da P.G. ( 10º 100) 1000" «..) QUE 


é infinita e convergente com razão q = 1/10. 
A soma dos termos desta P.G. se obtém fazendo 
Zz-—-——— =". =-H—e= 1 
S Er = (110) 9/10 q À fração 4/9 
é a geratriz da dizima 0,444... pois 4/9 = 0,4444... 


+ ... Esta so- 


5. Determinar a fração geratriz da dízima 5,323232... 


32h00 4 32/100 — 32 
= 1 - (11100) S= 99100 99 


Temos então: 


5,323232...=5 + o = = Portanto, a geratriz da dizi- 


no 5,3232002. 8 an > 


Veja agora uma regra prática para se calcular a geratriz: 
e chamamos de x a dízima; por exemplo: x = 5,323232...; 
e 2 seguir mutiplicamos esta última igualdade por 10, 100, 
1000 etc. conforme a dízima tenha 1, 2, 3, ... algarismos se 
repetindo (no nosso caso, multiplicamos por 100, pois quem 
se repete é o 32, que tem dois algarismos): 
100x = 532,323232...; 
e fazemos a diferença entre esta última igualdade e a primeira 
e resolvemos a equação resultante: 


100x = 532,323232... bio o Bias 
x = 5,323232... fo dx = 527 


Acompanhe este outro exemplo: seja a dízima periódica 
Pro ririr 








Temos: x = 1,27777... > 10x = 12,7777... 
Fazemos a diferença: 10x = 12,7777 o 
x = 1,2771 
Ox = 11,5 - x = +? 
9 


Para eliminar o decimal da fração, multiplicamos o nu- 
merador e o denominador por 10, obtendo: 





115 0 10 115 23 
= — —— [= (== 
E Og ** 48 


6. Sendo x um número real tal que — 1 < x < 1, calcular, 
em função de x, as somas: 
dS=ltrtrx tg +... 

OS =1+2x+ 37º + dr +... 


Solução 
a) a sequência (1; x; x?; x”; ...) é uma P.G. de 1º termo à, = 
= lerazãoq = x.Como —1 <x< 1,a soma dos termos 


2 d1 l l 
. . — 
da P.G és, a ] a ] . Portanto, S; = x 


b) multiplicamos ambos os membros de S; por x, obtendo: 
xºS/3=x+2x + 3x + 4x! +... 
Agora fazemos a diferença entre S, e x * Sa: 


S; = ade A ES 

















xºS; x+2x + 3x + 4xº +... 
Solução R = É - - 
Escrevemos a dízima 5,323232... como sendo a soma: ao xS + xt + x+ x +. 
>> 
5,323232... = 5 + 0,32 + 0,0032 + 0,000032 +... 
5323232... =5+ 2. 4 2.0, 320, S: 
cp 100 - 10000 1000000 * ** Portanto: S, — x: S, =S,=-——— (repare que S; é à 
2 Nesta soma, eng : dE rã ar temos a so- soma do item anterior); colocando S; em evidência, temos: 
«Lis ú ) j ' ” = l 
= ma dos termos da P.G. ( 100? 10000? 1000000” wjque S(l-x)= se 
| o é infinita e convergente com razão q = 1/100. 
O A soma dos termos desta P.G. é S = e = Ed Cds 
Il - q (1 — x) 


fa 
pr 
9) 
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Para iniciar este assunto, lembramos que: 

e todo número real, quando elevado ao quadrado, resulta 
não negativo. Em símbolos: x 2 0, vY x € R. Portanto, 
a equação x? + | = O(oux* = — 1) não tem solução real; 
e dada uma equação de 2º grau, do tipo ax! + bx+c = 0, 
sabemos que existe raiz real da equação se, e somente se, 
o número À = b? — d4ac for não negativo. Se À < 0, a equa- 
ção é impossível no campo dos números reais. 

Os números complexos foram criados para sanar esta in- 
suficiência do conjunto R. Acompanhe, agora, um trecho da 
história da matemática que relata o começo do surgimento 
dos números complexos. 

No século XVI, o matemático Cardano, analisando a equa- 
ção de 3º grau x” + ax + b = 0, obteve a fórmula resolutiva: 





Em 1572, o matemático Bombelli aplicou a fórmula de 
Cardano para a equação x* — 15x — 4 = 0 e obteve 
x=12 + V-12] + 42 — - 121. Logo, à primeira vis- 
ta, concluiríamos que a equação x" — 15x — 4 = 0 é im- 
possível no campo dos números reais, pois (— 121 não 
existe em IR. 

Porém, Bombelli percebeu que x = 4 é solução da equa- 
ção (de fato: 4 — 15:4 —- 4=64 — 60 - 4 =0). Ou 
seja, a equação proposta é possível em RR, apesar de, na sua 
resolução, “sairmos” de 's. 

Foi nesse momento que os matemáticos sentiram a ne- 
cessidade de criar o número imaginário, que posteriormente 
[oi chamado de número complexo. O que se fez a seguir foi 
criar um modelo matemático que nos ensinasse como traba- 
lhar com os números complexos, isto é, que nos ensinasse 
as propriedades e as operações com estes números. 


Unidade imaginária 


Para a construção dos números complexos, admitimos à 
existência de um número, representado por i e denominado 
unidade imaginária, com a propriedade seguinte: 


Vamos ainda acrescentar mais duas definições: 


º =] ; dessa forma todo número (real ou não) eleva- 
vado a zero é igual a 1. 


q sil; dessa forma todo número (real ou não) com 
expoente 1 é igual a ele mesmo. 


Com estas definições, obtemos: 


P=Pi=(-Di=-i »pPj=-i 
P=Pep=(-D)(-D)=1 =it=1 
P=jfej=lci=i >» = 


na 
l 
W 


| 
| 
U 


=1(-1)= -1 
=1-(-i)=-i = ci 
P=jftitisl1=1 2 ;'=1 


— 
4 
H 

e. . 
— 

-— 
— 
I 

| 

| 

.- 

-— 


Observe que os valores das potências inteiras de 1 sem- 
pre se repetem; os resultados possíveis são: 1,1, — le —1. 
Portanto, dado n E =, a potência 1º será um destes quatro 
valores. Para descobrir qual destes valores ocorrerá, dividi- 
mos o número n por 4: 


obtendo quociente q e resto r (O < r < 4). À seguir, escre- 
vemos n = 4q + re, então, teremos: 
P=jat=iaepr=(i)9-jr= ja. pf=r 
Concluindo: 


P,n E IN, é igual a à”, onde r é o resto da divisão de 





n por 4. 


Exemplos 
rd rest 
Li =;0 = ci 2.» =;0 =] 


4 
2 
S 
(Ss 
tos 
tO le 
1 dr 
E 
- 
to 
o 
o 
Vila 


Definição de número complexo 


Dados dois números reais a e b, chamamos de núme- 


ro complexo o número z = a + bi, onde 1 é a unidade 
imaginária. 





Exemplos 
3 +4,ondeca=3eb=d4,e 
2 - 5i,ondea = 2 e b= 5, são números complexos. 


Dado o número complexo z = a + bi, usamos a seguinte 
nomenclatura: a = parte real do complexo z; 
bi = parte imaginária do complexo z; 
b = coeficiente da parte imaginária. 


Temos dois casos particulares importantes: os imaginá- 
rios puros e os reais. 


Imaginários puros 

Se tivermos a = 0 eb = 0, o número complexo z = 
= à + bi reduz-se a z = bi. Temos, então, um imaginário 
puro (não tem parte real). 
Exemplos 
1. 5i, onde a=0 e b=5 é imaginário puro; 
2. — 31, onde a=0 e b= —3 é um imaginário puro. 


Números reais 

Se tivermos b = 0, o complexo z = a + bi reduz-se a 
z = a, que é um número real. Observe, então, que todo nú- 
mero real é também um número complexo, isto é, R C C, 
onde C é o conjunto dos números complexos. 

Por exemplo, o número real 3 pode ser escrito como 
3 + 01, o que evidencia o fato de o número 3 ser um com- 
plexo com parte imaginária nula. 


| NÚMEROS COMPLEXOS 


ps 
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Conjugado de um número complexo 


Se z = a + bi é um número complexo qualquer, seu con- 
jugado é o número complexo indicado por Z, tal que Z = 
= à — bi. Em outras palavras, obtemos o conjugado de um 
número complexo trocando o sinal de sua parte imaginária. 


Exemplos 

l2z=3+4>7=3- 4; 

92=5-2i=> Z=5+ 2; 

3.2 = 6i > 2= —6i; 

4.2 =5 > Z= 5(o conjugado de um número real 


é o próprio número). 


Igualdade de complexos 
Dois números complexos são iguais quando suas partes 
reais e imaginárias são respectivamente iguais. Algebricamen- 


te, temos: 


a+bi=c+d=az=zceb=d 


Exemplos 

lia+bi=5+3=>2=5eb=õ3; 
Z2.a+bi=I0sa+bi=10+0=a=10ecb=0; 
Sa+bi=3ã3oa+bi=0+3=2a=0€ecb =3; 
4a+b=09a+b=0+0=>a =0ecb =0. 


Operações com números complexos 


Sez; =a+biez;=c+ diforemdoisnúmeros com- 
plexos quaisquer, temos as seguintes definições: 


Adição 
2 +tm=(a+bi)+(c+di)=(a+co)+(b+ di 


Para somar dois números complexos, somamos, .separa- 
damente, suas partes reais e suas partes imaginárias. 


Exemplos 
1.8+5+7+4=(8+7)+(5+4) = 15 + 9 
23-2-4+1i=(3-4)+(-2+]i= —] —i 


Subtração 





2 — w=(at+bi) —- (c+di) = (a-c) + (b-d):i 


Para subtrair dois números complexos, subtraímos, se- 
paradamente, suas partes reais e suas partes imaginárias. 


Exemplos 
1.(8+51) — (2+3]) = (8-2) + (5-3) =6+ 2 
2.(2+4i) —(6-5)=(2-60)+(4-(-5)-i=-4+9i 


Repare que para efetuar a diferença entre os dois com- 
plexos, basta abrir os parênteses e a seguir efetuar a soma 
algébrica das partes reais c imaginárias, respectivamente: 
(2+41) — (6-5)=2 + 4 —- 6+5i = 

=2-6+4+5=-4+09 


Multiplicação 


Z*Z = (at+bi)- (ctdi) = ac + adi + bei + bdi? = 


(ac — bd) + (ad + boi 





Efetuamos o produto, aplicando a propriedade distribu- 
tiva do produto em relação à adição, lembrando que i? = — 1, 


Exemplos 

1.(2+3i) - (5+4) = 10 + 8 + 15 + 127º = 
=10+23 - 12=-2+23 
6 — 8 + 151 — 207º = 
6+N1N+20=26+ 7i 


2. (2+5i) - (3—4i) 


Divisão 
a+bi 


1. Para efetuar a divisão PET multiplicamos o numera- 





dor e o denominador pelo conjugado do denominador; acom- 

panhe, atentamente, através dos próximos exemplos: 

1 d+3i 2 Std 2-4 . 10-201+6i—- 121º 
* 2+4i 2+4i 2—4i 4 — 161º 











5+3 7. 
Logo, ra 10 0 | 
o 44% ( 4+2 l-i  4-4i+2-2? 
[+i [+ el —E 
G=0 620 a 4+2i 2 
q q Ce! LOMiSqag as 
RD RR MP Pa MR RR 
q = pad 


EXERCÍCIOS 


1. Efetue as operações indicadas: 


D+ b-; ds 9 
Solução 


a+P=2+2:1:i+2=]1+2-1=2 
b(l-P="-2:1:i+2=]-2-1=—-2 








gia 

e) l+i - L+i Lti (Li) e - a 
—1 —1 +1 l-i 1+ 2 

d) l=1 . d=i al POP É Cl ) A la ai 
+1 +i -1 |—1 1+1 2 


o | ade cap das 
Jr! = mars Agora separadamente, calculamos i*! dividin- 


do 41 por 4, obtendo quociente 10 e resto 1; portanto, 
1º = i'; logo, voltando ao enunciado da questão, temos: 


“qe — i, conforme o terceiro exemplo 


visto anteriormente. 


2. (MACK-SP) Seja o número complexo z = TE Cal- 
cule 2º”, 
Solução 

l-i 


Vimos no exercício anterior que z = T+ = -—1. 





Portanto, 2'º*º = (—i)'tso = ji98o 
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Para o cálculo de 1'º*º, dividimos 1980 por 4: 


4 


3. (PUC-SP) Calcule o conjugado do número complexo 





+ 

—2-i" 
Solução 

Começamos efetuando a divisão: 

“1481, D+ , Sturm tha HA. 
CC 2-i 2+i 4-7 4+] 5 


l E o ? pa | e 
— — | — . 2 — — — 
> 7 ts logo, o conjugado de z é | Z si 


4. (UNESP) Sejai? = — 1 e Zo conjugado do número com- 
plexo z tal queiz + 2z2 + 1 — à = 0. Calcule z. 


Solução | 
Fazendo z = a+bi, com a e b reais, obtemos Z = a—bi. 

Agora, a equação iz + 22 + | — 1 = O nos dá: 

-> (a+bi) + 2a-b) + 1 —-1=0> 

> ai +bii+22-2b+ 1-1 =0= 

>a-b+2a-2b+1l-i;i=0 

Agora agrupamos a parte real e a parte imaginária: 

2a-b+1] + (a-2b- 1) =0=0+ 0 

Usando a igualdade de complexos, temos: 

Preta fg -1 

=0 = 


Resolvendo o sistema, obtemos a = b = —1. Logo, o 
complexo z = a + bi é 


5. (FEI-SP) Dado o número complexo z = | + V3i, escre- 
va na forma algébrica o complexo z”'. 


Solução 
Sendo z = 1 + V3%ez!= —. temos: 
| Lo d-Vã 1d -Vã 





À E ee O —iema = = 
2 CAsvão Ievã I=-vã 1-5) 
-1-Vã 0 1-3 
1+3 4 
= 
Logo, = Si 


6. (FAAP-SP) Determinar o número real x tal que o pro- 
duto (4+3i) - (x — 6i) seja também um número real. 
Solução 

Efetuando o produto proposto no enunciado, temos: 
(4+3i)- (x—6i)= 4x — 241 + 3xi — 181º = 

= 4x-—-24+3xi+ 18=d4x+I]8 + 
+ (3x — 24)i 

O número obtido será real se, e somente se, sua parte ima- 

ginária for nula, o que nos dá 3x — 24 = 0 e, portanto, 


7. (FUVEST-SP) Ache os valores reais de x de modo que 
a parte real do número complexo z = ai seja negativa 


(i é a unidade imaginária). 








Solução 

PRE Didi PD eo Anal DS + Sra | 
Ee] x +1 x—i x —j? 

r-M+? P-l-M x-1 & 
xº —(—1) x +] x + 1 x +1 





2 
R E laço 
Portanto, a parte real do número z é — 
ad 


esta parte real seja negativa, devemos ter: 
x — 1 
+l 
é positivo para todo x real). À desigualdade x* — | < O nos 


dá finalmente, 


Representação gráfica 


Para que 





< 0,oquenosdáx' - | <O(jáquex! + | 


Já vimos que os números reais podem ser representados 
pelos pontos de uma reta: 


— 2 — 1 O 1 2 3 
wW2 v2 R 





Vamos ver agora como se pode representar graficamente 
um número complexo; consideremos: 
º um plano com um sistema de coordenadas cartesianas; 
e um número complexo z, z = a + bi. 

À representação gráfica do complexo z é o ponto P de 
coordenadas (a; b), isto é, o ponto de abscissa a e ordenada b: 





Exemplos 
1. Veja a representação gráfica dos complexos z, = 4 + 21, 





Neste último gráfico, o ponto 
P, de coordenadas (4; 2) representa o complexo z = 4 + 21; 
P, de coordenadas ( — 3; 1) representa o complexo z= — 3+1; 
P, de coordenadas (— 2; — 2) representa o complexo z = 
=-2-2; 
P, de coordenadas (2; — 1) representa o complexo z = 2 — à. 
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|n 


| nd 


NO 


Õ 


2, Veja agora a representação gráfica de alguns complexos 
particulares: 





Neste gráfico temos: 
P,, (5; 0) representa o complexo z, = 5 + Oi; > 2, =5; 


P,, (— 3; 0) representa o complexo z; = —3 + 01 = z; = 
= — 3; 

P,, (0; 3) representa o complexo z; = 0 + 31 = z; = 3i; 
P., (0; — 2) representa o complexo z, = 0-2i = 2, = - 21. 


Percebemos que, neste gráfico, os pontos do eixo de abs- 
cissas representam os números reais (veja P, e P.); por isso, 
o eixo de abscissas chama-se eixo real; os pontos do eixo de 
ordenadas representam os números imaginários puros (veja 
P,e P.); por isso, esse eixo chama-se eixo imaginário. 

O ponto P, de coordenadas (a; b), que representa o com- 
plexo z, ondez = a + bi, chama-se afixo do complexo z; O 
plano determinado pelos eixos real e imaginário, no qual se 

faz a representação gráfica dos números complexos chama- 
se plano de Argand-Gauss. 


Módulo de um número complexo 
Dado um número complexo z = a + bi, chama-se mó- 


dulo de z, e indica-se por |z|, o número real (a? + b?: 
al= DP 
Exemplos 


lz=3+4 > j7]= P+rP=5=S; 
2.2=12-5i> |z|=122+(—5P=144+25=169=13; 


3.7 = 3i = |z| + 0+3=v9= 3; 
4.2=5 > |nl=[52+0=(25=5; 
S.z=-5 o ll=(-5P+0=(25=5. 


Observe, pelos exemplos 4 e 5, que a definição de mó- 
dulo para os números complexos coincide com a definição 
de módulo para os números reais, no caso particular em que 
o complexo é real. 

O módulo de um número complexo tem significado geo- 
métrico. Ele representa o comprimento do segmento que une 
a origem O do sistema de coordenadas ao ponto P que re- 
presenta o complexo (P é o afixo), veja: 


z=a+bi | = b 
Pé o afixo de z 





No triângulo hachurado da figura, aplicando o Teorema 


de Pitágoras, temos: (OP) = a? + b? = OP = a!+b?; 
então, sendo 


2 


z=a+bi e É 
=50 = conclui-se que | OP = |z| 


Zl =. 
Exemplos 
l.z=4+3 


= rFo z=5 
» [or=5] 





-12+5i 
CI+F 
Iz| = 13 


- [or= 55] 


Argumento de um númer» complexo 

Ao representarmos um número complexo z no plano de 
Argand-Gauss obtemos um ponto P, que é o afixo de z. Unin- 
do a origem do sistema ao ponto P, obtemos um segmen- 
to OP, cujo comprimento é o módulo de z; chamamos de 
argumento de z ao ângulo formado entre o eixo real e o seg- 
mento OP, orientado positivamente a partir do eixo para 
o segmento, no sentido anti-horário. Representamos o argu- 
mento pela letra grega O (teta) e convencionaremos que 
0º < 0 < 360º. Veja os exemplos: 


.z 
Z 
= 








O problema que agora se apresenta é o seguinte: dado 
o número complexo z = a + bi, é possível determinar alge- 
bricamente a medida do argumento 0, sem recorrer ao grà- 
fico? À resposta é sim, veja como: 


z=a+bi > 





No gráfico, onde P é o afixo dez, sendo z = a + bi, 
analisando o triângulo hachurado, temos: 


cos q = Cateto adjacente | a 


hipotenusa |z | 
sen Q = -Cateto oposto bo 
hipotenusa |z| 
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Olhando para estas duas últimas igualdades, pode- 
mos dizer que o argumento O é o ângulo cujo cosseno é 








e cujo seno é 

|z | |z | 
o auxílio de uma tabela trigonométrica, determinamos o ar- 
gumento 0. 

A descoberta dos valores particulares do argumento 6 fi- 
ca grandemente facilitada pelo seguinte ciclo trigonométri- 
co, no qual estão representados os valores notáveis do seno 
e do cosseno: 


; a partir destes dois dados, com 


sen 









V2/2 V3/2 cos 





330º 
|] 
e” 


Exemplos Vamos determinar o argumento O dos seguintes 
números complexos: 


(a=leb=] 
(izl=12+7=v2 
Então, 
a l v2 
CU O e ao a E 
zo 2 2 | 
al = olhando a figura ante- 
sen O = bo = do - Né rior com os valores no- 
|z | v2 2 táveis, temos: 


2.2=2- 2/3 > 
(a=2eb= —23 


lzl=P+(-NY=4+4-3=4 
Então, 
2 l 
cos0=-E =2 = 
|z| 4 2 => pela figura dos valo- 
b -2/3 —3 res notáveis: 


send=—— = —— = —— 
|z | 4 - [0 = 300º | 





RO di 
lz) = 0! + 8º = 8 

Então, 
cosg=-2 0 9 

Z 8 = pela figura dos valores no- 
seng= ==] táveis, 

c [6 = 90º | 
4.z=—4 dz =3 


7 
3 
[6=0º| 


OBSERVAÇÃO Nos casos em que o complexo é real 
ou imaginário puro, é mais fácil achar o argumento pelo 
gráfico do que pela trigonometria. 










Forma trigonométrica dos complexos 


Quando escrevemos um complexo z como z = a + bi es- 
tamos escrevendo-o na forma algébrica: é possível, porém, 
reescrever o mesmo complexo em função do seu módulo e 
do seu argumento — é a forma trigonométrica do complexo. 

Sendo z =a+bi,coma € Reb E E, temos: 


zl=a'+b, cs0=-2 sa=|z 


z 


- cos 8 


D 
iz! sen6 (ID) 


Substituindo os resultados (D e (11) emz =a + bi, temos: 


z=|z| 


-» b= 





sen 8 = — 
|Z| 


tos 0 + |2]) *sen D+] 
z=|z|-(cosBb+sen6 -1) 


z=|z|-(cos0+1-sen0)|, que é a forma trigono- 


métrica do complexo z. 


Exemplos 
1. O númeroz = 4 - (cos45º + 1 - sen 45º) é um número 
complexo escrito na forma trigonométrica; temos: 


módulo de z = |z| = 4 e argumento de z = 9 = 45º. 
Podemos escrever esse número na forma algébrica, subs- 


a a x v2 
tituindo cos 45º e sen 45º por ——: 


E sê did 2 VB O 
pese ri mona tic] 


=202 +22: 


2. O número z = 6 * (cos60º + 1 - sen 60º) é um número 
complexo escrito na forma trigonométrica; temos: 
módulo de z =/z = 6 e argumento de z = 0 = 60º 
Para escrever z na forma algébrica, substituímos cos 60º e 
E A. 
sen 60º por > e» respectivamente: 
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|. 

2 = 6: (cos600 + ic senó0) = 6: (5 + 2 
=3+33:i. 

3. O número z = 5 * (cos 180º + i - sen 180º) é um nú- 
mero complexo escrito na forma trigonométrica; temos: 
módulo de z = |z| = 5 e argumento de z = O = 180º. 

Escrevemos z na forma algébrica, substituindo cos 180º 

e sen 180º por — 1 e por 0, respectivamente: 
z=5-(cos180º +i-senl80)=5-(-1+1-0)=—5. 
4. O número z = —2 + 2i pode ser escrito na forma trigo- 
nométrica, calculando-se, primeiramente, seu módulo e seu 
argumento: 


|z| = (l+bi= (-2)+27 = 4+4 = 8 = 212 


pic se ia -N2 
|z|  w2 12 a > Q= 35º 
sen O = do = o = oia = N2 
Iz| W2 2 2 
Agora, z = —2 + 2ina forma trigonométrica se escreve: 


z=|z|-(cos0+i-sen0)= 
= 2=2v2-(cos 135º +i-sen 135º) 
5. O número z = 4 — 4v3 - i pode ser escrito na forma tri- 
gonométrica se calcularmos inicialmente seu módulo e seu 
argumento: 
zl=(22+b=42+(-432=[16+16:3=(64=8 


cos0= 2 =D =— 
s jo = 0 = 300º 
al 8 2 


Agora, z = 4 — 4V3 - i, na forma trigonométrica se escreve: 
z=|zl-(cos0+i-sen6) => 
= z=8-(cos 300º + i: sen 300º) 


6. O número imaginário puro z = — 4i escrito na forma tri- 
gonométrica fica z = 4 - (cos 270º + i - sen 270º) pois: 


pereç dez=|z|=4 
argumento de z = O = 270º 
(estes valores ficam evidentes 
se fizermos a representação 
gráfica de 2). 


Potenciação de complexos 


O problema que agora passamos a resolver é o seguinte: 
dado um número complexo z, sendo z = a + bi, como faze- 
mos para obter z”, isto é, (a + bi)”, onde n E IN? 

Fundamentalmente temos duas opções: 

12 Escrevemos (a +bi)” como um produto de n fatores iguais 
a (a+bi) e aplicamos a distributiva do produto: 
(a+bi)" = (a+bi) - (a+bi) - (a+bi)... (a+bi) 
e 


— 41 


n fatores (a+bi) 


OBSERVAÇÃO Este caminho (só razoável se o ex- 
poente n for pequeno) é bastante trabalhoso, por isso de- 
ve ser evitado. No livro IV, estudaremos um meio mais 
fácil de resolução, usando o desenvolvimento do binômio 
de Newton para (a+ bi)”. 








2a Usamos a fórmula de Moivre. 
A demonstração desta fórmula foge aos objetivos deste 
nosso curso; iremos apenas aplicá-la em exercícios. 
A fórmula consiste do seguinte: dado um número com- 
plexo z escrito na forma trigonométrica 
z=|z|“(cos0+i-sen 0), 
o número z",n € IN, é um novo número complexo tal que: 
e o módulo de z” é igual ao módulo de z com expoente n: 
|z"| = (Iz|)º; 
º o argumento de z” é igual ao argumento de z multiplica- 
do por n:arg (2º) = n * arg (2z). 
Simbolicamente, temos: 


z" = |z|” - (cos (n0) + i - sen (n0)) 


Exemplos 


1.z=2:(cos45º + 1: sen 45º) > 


> z'=2"-(cos(4:45º)+i-sen(4: 45º) 
> 2*= 16: (cos 180º + 1: sen 180º) 
s7=16-(=1+i-0)> 
2.2=3-(cos60º + 1 - sen 60º) = 

=> 2*=3*º-[cos(5: 60º)+i-sen(5- 60º) 
= z* = 243 - (cos 300º + i - sen 300º) 





— 3 
7 =) 2 = 288 (1143) 


3. Sendo z = 4 — 43 - i, calcule z'º. 

Só podemos aplicar a fórmula de Moivre se o complexo 
z estiver escrito na forma trigonométrica. Então, temos: 
z=4-4/3-i=2z=8-(cos300º + i- sen300º), con- 
forme o exemplo 5 do item anterior. 

Aplicamos agora a fórmula de Moivre: 
z'º = 8!º - [cos (10 x 300º) + à - sen (10 x 300º)) 
z'º = (2º)º - (cos 3000º + à - sen 3000º) 

Para obter o seno e o cosseno de 3000º, dividimo-lo por 
360º para eliminar as voltas completas nele contidas: 


> = o( d+ 
? 2 


sen 30009 = sen 120º = 12 
3000º | 360º E 
120 8 voltas = 


cos 3000º = cos 120º = EE 


Substituindo esses valores na última igualdade obtida, temos: 
z'º = 2ºº . (cos 120º + i - sen 120º) 


-100. 3 
10 = 930. o f.4 
: (5 hã >) 


30 
= (+) Z20=29.(—1 + iv3) 


À. Dado z = cos 45º + i - sen 45º, calcular z”"º. 
Solução 
-10 dias . “+ 
Como 7'º = —., calculamos, inicialmente, z'º; para 
z19 á 


10 
obter z'º, usamos a fórmula de Moivre: ' 
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21º = (|z|)'º - [cos (10x45º) + à - sen (10 x 45º): como 
|z| = |, temos: 2º = | - (cos 450º + i - sen 450º); ago. 
ra, como 450º é maior do que uma volta, climinamos essa 
volta, obtendo: cos 450º = cos 90º = Q e 
sen 450º = sen 90º = 1. 

Voltando à expressão de z'º, temos: 
7º =]: (cos90º + i: sen90º)=1-(0+i-1)e, por- 
tanto, Z!º = 1. 

ú ro ] 
Agora, podemos calcular z"'º pois z"!º = = o portanto, 


Finalizando, temos, então: 


2. Sendo z = 3 + 4i, calcule o módulo de z*. 
Solução 
Pela fórmula de Moivre, sabemos que |z*| = (|z|)*; por- 
tanto, basta calcular |z| e, a seguir, elevá-lo ao expoente 4. 
Temos, então: |z| = (a+b? = [32+4? = (25 = 5; por- 
tanto, sendo |z| =5 => |z!l=(|zl)'=5!= 625. 
3. Trabalhando no campo dos números complexos: 
a) calcule as raízes quadradas de — 1; 
b) resolva a equação x? + 1 = 0. 


Solução 

a) Por definição de raiz quadrada, chama-se “raiz quadrada 
de —1” ao número x, tal que x: x = —1, isto é, 
x = -1. 


Evidentemente, esta igualdade é impossível em RR; no en- 
tanto, em C (conjunto dos números complexos) isto é possí- 
vel pois: i? = — 1 (definição da unidade imaginária) e, tam- 
bém, (—i)) = i? = — le, portanto, ie —isão as raízes qua- 
dradas de — 1, em €. 

b) Resolver a equação x? + 1 = O é equivalente a resolver 
a equação x* = — 1; esta equação nos diz que x deve ser 
uma raiz quadrada de — 1 e, pelo item anterior, as raízes 
quadradas de —- Il sãoie —i. 

Logo, as soluções da equação x? = —I sãoie -i. 


POLINÔMIOS 


Um polinômio ou função polinomial P, na variável x, é 
toda expressão do tipo: 





P(x) = ax" + ax! +..+açoX + an 





onde do, à1, ... An São números complexos, x E Cen E N; 
assim, são polinomiais as funções Pi(x) = 4x + xº + 
Hs — 5; Pi(x) = 3x + 1; Py(x) = 2, por exemplo. Não se 
denominarão polinômios as expressões que contenham a 
variável x com expoentes negativos ou fracionários, por 


exemplo, x + LL |xí - 3x2 + x. 
x 


o 





4. Trabalhando no campo dos números complexos: 
a) calcule as raízes quadradas de — 4; 
b) resolva a equação x? — 4x + 5 = 0. 


Solução 
a) Às raízes quadradas de — 4 são os números x tais que 
X"x= —á,istoé,x! = —4, Acompanhe, com cuida- 


do, a resolução desta igualdade: 


2 


e 


2 2 
x=-4oy=4. (Des “te (E)- ne E, 
Esta última igualdade nos diz que = deve ser uma 
raiz quadrada de — 1; pelo exercício anterior, sabemos 
que as raizes quadradas de — 1 são ie —i; portanto, 


E ; 
2 = lou e = destas duas igualdades concluímos que 


b) Vamos resolver a equação x? — 4x + 5 = 0; é uma equa- 
ção do 2º grau e, portanto, usamos a fórmula de Bhaska- 
ra para resolvê-la: 

-b + VA 
<=» vondeA=b!-4-a-c 
Calculamos, inicialmente, o discriminante A: 


A=b-d4-acc=(-4)-4:1:5=16-20=-4 
Agora, para continuar, precisamos calcular as raízes qua- 
dradas de — 4, o que só é possivel em C. Pelo resultado do 
item anterior, temos que as raizes quadradas de — 4, em €, 
são 2ie —2i. 
-b>vA 


Voltamos agora à fórmula x = GR usando para 


VA o valor 2i (poderia ser usado também o valor — 2i, pois 
o resultado final seria o mesmo): 


-b+VA 4+2%ã í4+2 


Portanto, as soluções da equação dada são 2 + 1e2 — 1 
e, portanto, o conjunto solução é |2 + 1; 2-i). 


Valor numérico de um polinômio 

Se P(x) = ax" + ax""! +... + ag. ;X + a, é um poli- 
nômio e a é um número complexo qualquer, chama-se va- 
lor numérico do polinômio P no ponto a ao número com- 
plexo que se obtém substituindo x por & na expressão que 
define P(x), ou seja, é o número: 


P(a)= au" +aa""! +... taça +a, 


Por exemplo, os valores numéricos do polinômio P(x) 
=9x — 4x? + x —- 3nospontosx = 0,x = lex = — 
são respectivamente: 


2 


P(0)=2:0-4-0+0-3= —3; 
P()=2º"=-4.P+1-5m= —4; 
P(=)=2º(=2P =4*(-2/+(-)-3= —31. 













OBSERVAÇÃO Quando ocorrer P(a) = 0, dizemos 
que o número q é uma raiz ou um zero do polinômio 


P. Por exemplo, as raízes do polinômio P(x) = x* — 4 
são -2e 2, já que P(-2) = P(2) = 0. 
























| POLINÔMIOS 


pm 
NO 
WU 
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| POLINÔMIOS 


pa 


NO 


o. 


Polinômio identicamente nulo 


Dizemos que um polinômio P(x) é identicamente nulo 
(ou apenas nulo) quando ocorre P(a) = 0, para todo núme- 
ro complexo a. Temos que: 


À condição necessária e suficiente para que um poli- 


nômio P(x) seja identicamente nulo é que seus coeficien- 
tes sejam todos nulos. 





Estamos, então, afirmando que um polinômio P(x) = 
= ax" +ax?l+..+a, x + a, é identicamente nulo 
se, € somente se, q =, =... =ap. (== 0. 

Por exemplo, para que o polinômio P(x) = ax? + (b— 1)x + 
+ c seja identicamente nulo, devemos tera = 0,b — 1 =0 
ec=0,ouseja,a=0,b=lec=0. 


Princípio de identidade de polinômios 

Sendo A(x) e B(x) dois polinômios quaisquer, dizemos que 
A(x) é idêntico a B(x) quando ocorre A(a) = B(a), para todo 
número complexo" a. Indicamos essa identidade por 
A(x) = B(x). 









À condição necessária e suficiente para que dois poli- 
nômios, reduzidos e ordenados, sejam idênticos, é que 
seus coeficientes sejam ordenadamente iguais. 





Assim, por exemplo, para que os polinômios A(x) = 3x*+ 
+ 4x + le B(x) = ax? + bx + c sejam idênticos devemos 
tera=3,b=dSec=i. 


EXERCÍCIOS 


1. Dado o polinômio P(x) = x* — 4x? + x, calcular P(0) e 
P(1). 


Solução 
P(0)=0'-4-0"+0 
+ 1 


0; 
P(D)=1"-4:1 - 


=-2, 
2. Os polinômios A(x) = 4x” + ax? e B(x) = bx” + 2x? + cx 
são idênticos. Determine as constantes a, be c. 


Solução 
Aplicando o princípio da identidade de polinômios, temos: 
A(x) = B(x) = 40 + ax? = bx + 2x) + cx > 
= 4x +ax + 0x = bx + 2x + cx = 
> b=4a=2ec=0= 


>la=2b=4ec=0 


3. Determinar a, b e c de modo que o polinômio 
P(x) = (a—-2)x” + bx? + c— 1, seja identicamente nulo. 


Solução 
Para termos P(x) identicamente nulo, os coeficientes de 
P(x) devem ser todos nulos. Para que isso ocorra devemos ter: 


a-2=0=2=2) 
b=0 >»la=2;b=0ecc=| 
TER 


c- 1" 


Grau de um polinômio 


O grau de um polinômio P(x), não nulo, é o maior ex- 
poente da variável x, com coeficiente não nulo, que aparece 
na representação do polinômio P(x). Indicamos o grau de um 
polinômio P(x) por gr(P). 


Exemplos 

1. O grau do polinômio P(x) = 5x* — 3x? + 1 é 4; 
2. O grau do polinômio P(x) = 3x” é 7; 

3. O grau do polinômio P(x) = 2x + 3 é 1; 

4. O grau do polinômio P(x) = 5 é 0. 


OBSERVAÇÃO Não se define grau do polinômio nulo. 


Operações com polinômios 


Adição, subtração e multiplicação: 
Certamente você já sabe efetuar estas operações. Faremos 
alguns exercícios a título de recordação. 


EXERCÍCIOS | 


1. Dados os polinômios A(x) = x*' — 2x? + 1, B(x) = x? + 
+ le C(x) = 3x—1, obter os polinômios: 

a) A(x) + B(x); 

b) A(x) * B(x); 

c) B(x) — C(x); 

d) [B(x)]º; 

e) [C(x)J" — A(x). 


Solução 

a) (x) + B(x)=(x —-2w +D)+(x + 1D)=x' —-x!+2 

b) A(x) - B(x) = (x* — 2x? + 1): (x? + 1). Aplicando a 
propriedade distributiva, obtemos: 
AX) Bx)=x ee +rxl- 2x ex —- 2x) 1 + 
A RS A RR 
A(x) - B(x)=x*.— 2x! + x! — x! + 1 

o) B(x)- C(x)=(xX +1)-(3x—- D)=xº+1-3x+1 
B(x) — C(x) = x? —- 3x + 2 

(Bop =(+1p=x +27 +1 

e) [Cf — As) = (3x — 1) — (e — 2x2 + 1) = 
9x! — 6x + 1 - x + 2x — 1, portanto: 
[C(x)) — A(x)= — x) + Ilx? — 6x 


2. Os polinômios P(x) = 2x2 + 17 e Q(x) = (x? + b) + 
—(x? — a?) - (x? + a?) são iguais. Determinar os valores 
reais de a e b. 


Solução 

Temos que: Q(x) = (x? + b)? — (x? — a?) (xº + a?) = 
=x +2be + bl (xt at)= + 2bx? + b? — + 
+ a*; logo Q(x) = 2bx? + b? + a! 
Pl) = Qu = 22 +17=2be + bit! 





À equação (D nos dá b = 1, que substituindo em (11), 
darál+at=17=>a'=l|6>4=+Vl6>4a=t2 
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Divisão de polinômios 

Dividir um polinômio A(x) por um polinômio B(x), não 
nulo, é, por definição, achar um par de polinômios Mx) e 
R(x), de tal maneira que: 


A(x) = B(x) * Q(x) + R(x) 
gr(R) < gr(B) ou R(x) = 0 


Podemos representar esta divisão da seguinte maneira: 


A(x) | B(x) 
R(x)  Q(x) 


O polinômio A(x) chama-se dividendo, B(x), divisor Q(x), 
quociente e R(x), resto. Observe que a definição de divisão 
exige que o grau do resto seja menor que o grau do divisor 
ou, então, que o resto seja nulo. 

Quando o resto R(x), da divisão de A(x) por B(x), for nu- 
lo, dizemos que o polinômio A(x) é divisível por B(x). 

Vamos ver, através de um exemplo, como efetuar a divi- 
são de dois polinômios. O processo que utilizaremos no exem- 
plo seguinte denomina-se método da chave. | 

Suponhamos a divisão de A(x) = 2xº + 3x — 1 por 
B(x) =x) + 2x +5: 

* colocamos os polinômios À e B numa chave, como na 
divisão de números inteiros; é conveniente, para evitar er- 
ros, que compareçam com coeficiente nulo as potências de 
x que não figuram no polinômio A. Neste exemplo, À não 
possui termo em xº, portanto escrevemos: 


2x + 0x2 + 3x — [x +2x+5 


* dividimos o primeiro termo de À pelo primeiro termo 
de B (neste caso, 2x” : x? = 2x), obtendo o primeiro termo 
do quociente Q: 


2x + 0x2 +3x— I|x+2x+5 
2x 


* multiplicamos o primeiro termo de Q pelo divisor B 
e subtraímos o resultado de A. Faça isso colocando o produ- 
to 2x * (x2+2x+5) embaixo de A com todos os sinais 


trocados: 
ai 2x)+0x?+3x— 1 | x2+2x+5 


— 2x! —- 4x!— 10x 2x 
—d4x!—-7x- 1 


sendo que: 


O resultado — 4x? — 7x — 1 é o primeiro resto parcial. Co- 
mo esse resultado é um polinômio de grau 2e o divisor tam- 
bém tem grau 2, repetimos todo o processo anterior (dividi- 
mos — 4x? por x?) até obtermos um resto cujo grau seja me- 
nor que o grau do divisor ou resto nulo (no caso da divisão 
ser exata). 


é 2x7+0x24+3x- 1 [x2422+5 


=20— 4x? — 10x 2x—4 
+ — 4x7 — 7x — | 
+ 8x +20 


x+19 


O resto obtido agora, x + 19, tem grau menor que O di- 
Visor, portanto a divisão está encerrada. 


Assim, o quociente é Q(x)= 2x - 4 c o reso é 
R(x) = x + 19, 

Observe bem! Deve sempre ocorrer A(x) = B(x)- Q(x)+ R(x); 
no nosso exemplo, 
2x + 3x- l=(x+2x+5)-(2x- 4)+x+ 19. 


EXERCÍCIOS 


1. Obter o quociente e o resto da divisão de x* — 1 por 


x-— 2, 
Solução 
Pela chave: 
+ X40x40x+0x—] x-2 
2 + 2x w+2x)+4x+8 
2 24400 +0x— | 
rag 
.4$X+0x-| 
4x 
; PAi 
— &x+ 16 
15 


Portanto: Q(x) = x? + 2x) + 4x + 8e R(x) = 15. 


2. Na divisão de um polinômio P(x) por x” — x + 2, obtém- 
se quociente (x) = 2x + le resto R(x) = 4x — 3. Obter 
o polinômio P(x). 


Solução 


P(x) [x -x+2 


dx — 3 22 +41 


À resolução é bem simples; pela-definição de divisão, de- 
vemoster P(x)=(x*- x +2)-(2x+ 1) + 4x — 3,ou efe- 
tuando P(x) = 2x! - x! + 7x — 1. 


3. Determinar a constante a para que o polinômio 
P(x) = x! + ax? + x seja divisível por x? + x + a. 


Solução 
Inicialmente, vamos efetuar a divisão pela chave: 


— (a —x — (a — x -— aa — 1) 
[(1 —a)-(a — 1)Jx — a(a — 1) 


efetuando as operações em R(x), obteremos 
R(x) = (2 — 2a)x — a(a — 1) 


Como P(x) deve ser divisível por x* + x + a, o resto ob- 
tido, R(x) = (2 — 2a)x — a(a — 1), deve ser identicamente 
nulo, o que ocorre, como já vimos somente se seus coefi- 
cientes forem todos nulos, isto é, devemos ter: 


2-22=0 
e 
-a(a —- 1) =0 


Resolvendo as equações acima, obtemos a = 1. 





| POLINÔMIOS 
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Teorema do resto 





O resto r, da divisão do polinômio P(x) pelo binômio 
x — a, é igual ao valor numérico do polinômio P(x) para 


x =a,istoé,r = P(a). 


Demonstração: P(x) | x-a 
r Q(x) 


portanto, P(x) = (x — a) * Mx) + r. 

Substituindo x = a na identidade acima, teremos: 
P(a) = (a — a) Qa) + 1, 
P(a) = 0: Ma) +r=P(a)=r. 






x EXERCÍCIO 
Calcular o resto da divisão de P(x) = x" — 2x + 1 por 


x-— 2. 
Solução 
Pelo teorema do resto temos que r = P(2). Calculando 


P(2), temos: 
M()=2-2:2+1=8-4+1=5 


Portanto: r = P(2) = 5 
Teorema de D'Alembert 


[— 






O polinômio P(x) é divisível por x — a se, e somente 
“e. O número a for raiz do polinômio P(x), isto é, se, e 
somente se, P(a) = 0. 


A explicação é simples. Ao dividir P(x) por x — a, já sa- 
bemos que o resto será r = P(a). Mas, se P(x) for divisível 
por x — a, então devemos ter r = 0, ou seja, P(a) = 0 e, 
“do, a será raiz de P(x). 

Por exemplo, o polinômio P(x) = 3x* — 2x? — x? + 2x — 2 
admite o número 1 como raiz; de fato: 

P(0)=3:1"-2:"-12+2-:1-2=3-2+ 
— | + 2 — 2 = 0. Concluímos, então, que 3x* — 2x' + 
— x! + 2x — 2 é divisível por x — 1. 


EXERCÍCIOS 


1. «.alcule os restos das divisões seguintes, sem eferuá-las: 

a) Px) = x*- 2x + xº*porx — 5; 

b) Pix) =x! + 2x — | porx + 1; 

c) Dx) = 2x —- x! + 3x + 5 por x; 

d) Pix) = -x* + | porx + 2. 

Solução 

4) q resto procurado é: 

r-MSD)=5S-2:5+4+5º= 625 - 250 + 25 

bj - resto procurado é: 
P(-D)D=(-1P+2º(-D)-1=1-2-1=-2 

P(0)=2:0'-0+3:0+5= 

P(=2) ==(=2] + 1 = <(=32) + 


400 


E: 7 
dif 


2. O polinômio P(x) = x? + bx? — 2x + 3 é divisível por 
N |. Calcule b. 
Snlução 

Se P(x) é divisível por x — 1, temos r = P(1) = 0, ou 
seja, "+ b:12-2:1+3=0,dandob= -—2. 





3. (FAAP-SP) Calcular a e b para que os polinômios P(x) = 


=x +ax-3be (x) = —x* + 2ax — b sejam divisíveis 
por x — 1. 
Solução 
P(x) é divisível porx — 1 4 am =0 
Pim é divisível por x — 1 Q1) = 0 * 
P+acl-3b=0. ão al 
bem l-b=o 2a —- b=| & 


- [555] « [5558] 


4. (FEI-SP) Determine o valor de a para que o polinômio 
P(x)=x'+(l—- a)x?+ (1 + a)x — 1 seja divisível por 


É =À, 
Solução 

P(x) é divisível porx — a e P(a)= 0 = aº+(1 — a)- 
as(l+ajra-1=0=2+aº -2+a+al - 1=05 
> 222+a-1=0. 

Resolvendo a equação de 2º grau acima, obtemos: 


[==] o [E=12] 


5. (UF-MG) Dividindo-se um polinômio P(x) por (x — 1) 
achou-se resto 6 e dividindo-o por (x — 2) achou-se resto 18. 
Qual o resto da divisão de P(x) pelo produto (x — 1Xx — 2)? 


Solução 
P(x) | x-1 P(x) | x — 2 P(x) [(x — IXx —2) 
6  Qux) 18 Q(x) ax+b Q(x) 
Inicialmente, observe que: 
P(x) dividido por x — 1 dá resto 6 = P(1) = 6 (D 
P(x) dividido por x — 2 dá resto 18 = P(2) = 18 
Esta passagem é importante: ao dividir P(x) pelo produ- 
to (x — 1Xx — 2), 0 resto R(x) ou será nulo ou terá grau 
no máximo igual a 1, pois o divisor tem grau 2. Logo, R(x) 
será da forma ax + b, com a e b a determinar. Chamando 
o quociente dessa divisão de Q(x) podemos escrever, pela de- 
finição de divisão: 
ENE) QE (x - 2): Qu) + ax + bd (ID 
Substituindo x, sucessivamente, por 1 e 2, em (1D), 
obtemos: 
edad -Da-9)- QU+acl+ 
P()=(2-1)-(2-)-M9)+a-2+ 
- P(l)=a+b 
P(2) = 2a + b(V) 
Mas, por (1) e (ID), temos P(1) = 6 
por substituição nas equações (1v) e (NV), obtemos: 


ide ED 12 
2a + b= 18 b= -6 


Portanto, o resto R(x) = ax + b é 


Divisibilidade pelo produto 
«x — a) (x — B) 

Se um polinômio P(x) é divisível, separadamente, por (x 
- a)epor(x —- B),a x p, então P(x) será divisível pelo 
produto (x — a) : (x — p). 


AR 
b 


, P(2) = 18€ então, 
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Demonstração: 
Prylx-a Polx-B Pe [e-a-( |) 
o Q(x) O Q(x) ax+b Q(x) 
Inicialmente: 
P(x) divisível porx — a e P(a) = 0 (1) 


P(x) divisível por x — B e P(B) = 0 (11) 

Como já vimos anteriormente, o resto da divisão de P(x) 
pelo produto (x — a) * (x — B) será no máximo de grau 
1, ou seja, temos: 

R(x) = ax + b, com a e b a determinar. 

Para mostrar que P(x) é divisível por (x — a) - (x — f) 
precisamos mostrar que a = b = 0, 

Novamente temos: 


Pl) = (x — a) (x — B)- Qu) + ax + b (1) 
Substituindo x, sucessivamente, por a e B, em (11) e le- 


vando em conta (D e (ID), temos: 
E gad gu DO da DE ad 
PB =(B-)-(B-Br QB+arB+b 


- 30 drido 
E acp+b(V) 
De(1V)(V)vem:O=a-a-a-B=0=a-(a-B)= 
>a=0Opoisa =. 


Substituindo a = O em , vem b = 0; logo 


R(x) = ax + b = 0e P(x) é divisível por (x — a) - (x — B). 
EXERCÍCIOS 


1. Mostrar que o polinômio P(x)=xº — 3x!+2x?+4x?+ 
— 12x + 86 divisível por (x — 1) - (x — 2). 
Solução 

Para demonstrar que P(x) é divisível pelo produto 
(x — 1): (x — 2), basta demonstrar que P(x) é divisível, se- 
paradamente, por x — le porx — 2. Para isso, basta mos- 
trarmos que P(1) = 0 e P(2) = 0. 


-3-.14+20"+4+4.]"-12º01+8m 
|-3+2+4-12+8=0 

2-3: +2:2+4:2 - 12:2+8= 
32 —- 48 + 16 + 16 - 24+8=0 


a, 

a, 

ho 

id 
PM mu 


2. Mostrar que o polinômio P(x) = x!º — 2xº +] 
é divisível por x? — 1. 
Solução 

Observando que x? — 1 =(x+ 1):(x — 1), basta 
demonstrar que P(x) é divisível tanto por x + 1 como por 
x — 1, de onde resultará que P(x) é divisível pelo produto 
(x- D-(x+1). 

Para mostrar que P(x) é divisível por x + 1, mostramos 
que P(— 1) = 0. De fato: 
P(-D)D=(-)º -2.(-18º+1]=1-2+1=0 


Analogamente, para mostrar que P(x) é divisível por x — 1, 
mostramos que P(1) = 0. De fato: 
P()=10 -2.]04]=1-2+1=0 
* Portanto como P(1) = 0e P(—1) = 0, o polinômio P(x) 
é divisível porx — 1 e porx + 1 sendo consequentemente 
divisível por (x — D) (x + 1). 





Dispositivo de Briot-Ruffini 


Quando dividimos um polinômio P(x) por x — a,o resto, 
como já vimos, pode ser obtido rapidamente sem efetuarmos 
a divisão. No caso, porém, de querermos o quociente e o res- 
to da divisão, podemos determiná-los através do chamado dis- 
positivo de Briot-Ruffini, que mostramos a seguir, através de 
exemplos. 


Exemplos 

1. Suponhamos a divisão do polinômio P(x) = 4x” + 5x? + 
+Ix+ 2 pelo binômio x — 1. Às fases de execução são as se- 
guintes: 

* colocamos, em sequência, os coeficientes de P(x) e, em se- 
guida, o número a (que, neste exemplo, vale 1): 


coeficientes de P(x) 








e multiplicamos esse 1º coeficiente pelo número a e soma- 
mos o resultado ao próximo coeficiente (5) de P(x), colocan- 


do o resultado embaixo do 2º coeficiente: 





e repetimos a passagem anterior com o número 9, isto é, fa- 
zemos 9x1 + 7 = 16e colocamos o resultado embaixo do 7: 


9x] + 7=16 





e tudo de novo, com o 16, colocando o resultado embaixo do” 


último coeficiente de P(x): 


16x] + 2=18 





| POLINÔMIOS 


[a 
NO 
hq 
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e veja agora como identificar os números obtidos: o último EXERCÍCIO 
número (18) é o resto da divisão: os anteriores são os coefi- Obter o quociente e o resto das divisões seguintes: 
cientes do quociente: como P(x) tem grau 3 eo divisor x — | a) P(x) = 3x? — 2x + 5 porx — 4; 
tem grau 1, o quociente é de grau 2. Temos, então: b) P(x) = x — | porx — 1; 
o) P(x) =x! — Iporx + 1; 
d) P(x) = = + 2x? — 8x + 3 por x. 








Solução 
4 9 16 18 a) 3 -2 5 4 
uy 4 a ! 3 o 45 
de x” de x indep. Q(x) = 3x + 10; r = 45 
b 
Assim: Q(x+ = 4x? + 9x + l6 cr = 18. ) 
2. Vejamos agora, a divisão de P(x) = x* — 3x? + x + 3 por 
tra, 
Faremos todas as operações numa única chave. Não es- 
ueça que o coeficiente de x' em P(x) é 0, e quea = —2: 
hi vi i O) =" +x +x+1;r=0 





coef. de Qlx) 





” cálculos foram: 





| (-9)+0=-2 
- "à Rad o Rd Ed 
(-)+1= 
Ei Es ada 7 2 -8 3 
Portanto: Q(x) = x! —- 2x? + x —- ler=5. Ox) = 7x + 2x — 8r=3 


Exemplos 
1. Na equação x* — 5x? + 4 = 0,0 número r = 2é raiz, 
pois2' - 5:22+4=16-20+4=0; 
, 2. Na equação x? + | = 0, onúmero r = ié raiz, poisi? + 1 = 
EQUAÇÕES ALGEBRICAS a a 
O teorema fundamental da álgebra garante a existencia 
de ao menos uma raiz para as equações algébricas, mas não 
diz como achar essa raiz. Já sabemos achar raízes de equa- 
, Am: - ções de 1º e 2º graus; para as equações de 3º e 4º graus, exis- 
Se P(x) é um polinômio de grau n > 0, chama-se equação em fórmulas desenvolvidas por matemáticos italianos do sé- 
pagã od 1 culo XVI (Cardano e outros), mas tais fórmulas não são prá- 
ii a ia lh ticas. Para as equações de grau maior ou igual a 5, o matemá- 
tico norueguês Abel demonstrou ser impossível criar fórmu- 
las nas quais só entrassem as operações de adição, subtração, 
multiplicação, divisão e radiciação envolvendo os coeficien- 
tes da equação. 
Portanto, encontrar as raízes de uma equação algébrica 








Exemplos 
1.3x* + x! + 2x? — 3x — 1 = 0, é uma equação algébrica de grau qualquer não é simples. O que faremos a seguir é reu- 
nir um certo número de informações que permitam encon- 
2.x' — 5x + 6 = 0, é uma equação algébrica de grau 2; trar essas raízes. 

3. —-4x + ix? + 5 = 0, é uma equação algébrica de grau 
3 (1, unidade imaginária). 


de grau 5; 


Teorema da decomposição 


Teorema fundamental da álgebra Seja P(x) = ox! + axr=1 4... 4a, 1x + a, um poli 
nômio de grau n > 0; P(x) pode ser decomposto, ou seja, 
fatorado, na forma seguinte: 






Se P(x) = O é uma equação algébrica de grau n > 0, 
então existe pelo menos um número r (real ou complexo) 
que é raiz da equação. 








| EQUAÇÕES ALGÉBRICAS 





P(x)=aoc(x-—- r)(x-— rm)..(x — rn) 





2Êe; "ea 
NO 
Oo 
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onde rFy, Fa, ...» Fn SãO as raízes de P(x). 


Exemplos 

1. À forma fatorada do polinômio P(x) = 3x, — 9x + Gé: 
P(x)=3:(x-— 1): (x — 2), pois suas raízes são r, = le 
r, = 2 (note quea = 3). 

2, A forma fatorada do polinômio P(x) = 2x" — 4x? — 2x + 4€: 
P(x)=2:(x+1)-(x— 1): (x — 2), pois suas raízes 


sãon=-1)lnmn=1 ecrm=a. 
EXERCÍCIOS 
x — 2x — 3 


1. Simplificar a expressão: E 
“Solução 
Fatorando o numerador da expressão teremos: 
Ed -Im=igtieit- 3 
Note que ao = |, casraizessãor, = — 1 e nm = 3. Para 
obtermos tais raízes resolvemos a equação x? — 2x — 3 = 0. 
Fatorando o denominador temos: 
x —- 9=(x-— 3): (x + 3) (diferença de quadrados). 
Portanto a nossa expressão poderá ser assim escrita: 


Pe) + rg E +] 
x — 9 +] xE3 


2. (FAAP-SP)Se — I éraizdaequaçãox" + x? — 3x — 3=0, 
achar as outras duas raizes. 


Solução 
Sendo P(x) = x? + x? — 3x — 3, o enunciado nos diz 
que — 1 é raiz de P(x), ou seja, temos P(— 1) = 0. Segue-se pe- 
lo teorema de D'Alembert, que P(x) é divisível por x + 1, 
isto é, existe um polinômio Q(x) tal que P(x) = (x + 1) + Q(x). 
Determinamos Q(x) dividindo P(x) por x + 1; para isso, 
usamos o dispositivo de Briot-Ruffini: 


1 1 — 3 = 3 - 1 





Obtemos (x) = x? + Ox — 3 =x? — 3. Portanto: 
P(x) = (x + 1): (x — 3) (D) 
Porém, x? — 3 é uma diferença de quadrados: 
x -3=x- (03) =(x+v3):(x- v3) (1) 
Substituindo (11) em (D, temos: 
P(x) =(x+D-(x+vV3)-(x— 3) 


À expressão acima é a forma fatorada do polinômio P(x), 
de que trata o teorema da decomposição. Para o cálculo das 
raizes de P(x), o processo é muito simples. 


P(x) =0=>(x+D(x+vV)(x -V3)=0= 


x+1=0 x=-—1 
ou ou 

> (x+V3=0 = (x=-3 
ou ou 
x-V3=0 x = 3 


«As outras duas raízes são +V3. 


3. (FUVEST-SP) O polinômio P(x) = x' —- x'+x+a 
é divisível por x — 1. Ache todas as raízes complexas de P(x). 


Solução 
Como P(x) = x - x) + x + a é divisível por x — 1, 
temos P(1) = 0,0 quenosdá 1! — 12 + | + a = 0, vindo, 
então, a = —1. Portanto, P(x) = x!' — x! + x — 1. 
Agora, dividindo P(x) por x — 1: 





Obtemos quociente q(x) = x? + 1 e, então: 
P(x) = (x — 1): (x + 1) 
Para obter as raízes de P(x), temos: 


x- 1=0 
P(x)=0=>(x-1)-(xX+1)=0=iou = 
x + 1=0 


x =] 
= (ou 
x=10oux=-i 


Às raízes complexas de P(x) são: 1, i e —i, 


4. (FUVEST-SP) Uma das raizes da equação 
x +(m+ lx + (m + 9x + 9 = 0é —1. Determinar 
m para que as outras raízes sejam reais. 


Solução 

Fazendo P(x) = x! + (m + 1)x? + (m + 9)x + 9,0 enun- 
ciado nos diz que P(—- 1) = 0 e, portanto, P(x) é divisível 
por x + 1. Efetuando essa divisão, através do dispositivo de 
Briot-Ruffini: 





Obtemos: P(x) = (x + D) «(x + mx + 9). 

Às outras raizes de P(x) são as raízes do polinômio 
x? + mx + 9. Para que estas raízes sejam reais, devemos 
ter À 2 0,o que nos dá m* — 36 2 0e, portanto,m S —6 
oum 2 6. 


O O o 
-6 6 


m< -6o0um 26 


Multiplicidade de uma raiz 


O teorema da decomposição, que acabamos de estudar, 
nos afirma que um polinômio de grau n>0, P(x) = aox”+ 
+axºcl +... +a, x + a, pode sempre ser escrito na 
forma fatorada: 

P(x) = adx — m)(x — rn)... (x — ra), onde os números 
Fo To...» Tn SãO as raízes de P(x). 

Tiramos, então, uma conclusão importante: todo polinó- 
mio de grau n > O admite pelo menos uma raiz (é o que 
diz o teorema fundamental da álgebra) e no máximo n raízes 
distintas. 

Assim, por exemplo, um polinômio de 4º grau admite, 
no máximo, quatro raízes distintas. 

Pode acontecer que uma mesma raiz apareça mais de uma 
vez na forma fatorada de P(x). Neste caso, dizemos que essa 
raiz é uma raiz múltipla do polinômio P(x), e ao número de 
vezes que ele aparece chamamos multiplicidade da raiz. 


i EQUAÇÕES ALGÉBRICAS 


Pena 
ho 
(o 
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& E Equações ALGÉBRICAS 


Exemplos: 
1. A equação (x — 1)? - (x — 3) = 0, que pode ser escrita 
como (x — 1): (x — 1): (x — 3) = 0, admite as raízes: 


1, com multiplicidade 2 (raiz dupla) e 

[3 com multiplicidade 1 (raiz simples). 
2. A equação x* - (x — 4) - (x — 1) = 0, que pode ser escrita 
com(x -0)-(x—0)-(x— 4)-(x— 4)-(x— 4)-(x-1)=0, 
admite as raizes: 

0, com multiplicidade 2 (raiz dupla) 

E com multiplicidade 3 (raiz tripla) 

1 com multiplicidade 1 (raiz simples) 


EXERCÍCIO 
(PUC-SP) Em relação ao polinômio 
P(x) = (x — 1) : (x? — 1), 0 que se pode afirmar sobre 
o número 1? 
a) é raiz simples; 
b) é raiz dupla; 
c) é raiz tripla; 


d) é raiz quádrupla; 
e) não é raiz. 


Solução 
Lembrando que x! - 1 =(x+ 1)-(x-— 1), vem: 
Poem fee -D= 
P(x) =(x-1P-(x+D-(x-—1)= 
P(x) = (x — 1) -(x + 1) 


Portanto teremos a raiz 1 com multiplicidade 3 e a raiz 
— | com multiplicidade 1. Logo a resposta é a alternativa c. 


Teorema das raízes complexas 


Seja P(x) um polinômio de grau n, n 2 2, com coefi- 
cientes reais; seo número z = a + bi(a€ RebE R*) 
é raiz de P(x), então z = a — bi também é raiz de P(x). 

Deste teorema tiramos as seguinte conclusões: 

e se z é uma raiz imaginária com multiplicidade m, então z 
também é uma raiz com multiplicidade m; 

* o número de raízes imaginárias é sempre par, pois se z é 
raiz, z também será raiz; 

* num polinômio P(x) com coeficientes reais e grau ímpar, 
sempre existe ao menos uma raiz real. 


EXERCÍCIO 

(ITAJUBÁ) Resolva a equação x* — 2x? + 9x — 18 = 0, 
sabendo que uma raiz é um número imaginário puro da for- 
ma bi. 
Solução 

Temos que: 
e todos os coeficientes da equação são reais, portanto, se bi 
é raiz da equação — bi também será raiz; 
e fazendo P(x) = x* — 2x! + 9x — 18 e escrevendo P(x) 
na forma fatorada teremos: 
P(x) = (x — bi): (x + bi): (x — 1) 


P(x) á (xº — bi?) - (x — 1) 
P(x) = (x? + b)- (x — 1) 
P(x) =x — 1x? + bix — br 


Portanto: 
O - nm + bix- br=x - 2x + 9x — 18 


E, pelo Princípio da Identidade de Polinômios, teremos: 


-r= -2»r=2 
b)=9>b=3oub=-3 


As raízes da equação serão: 2, —3i e 31. 


Relações de Girard 


São as relações entre os coeficientes de uma equação al- 
gébrica e as raízes da mesma equação. 


Relações de Girard para equações de 2º grau 
Para a equação aox* + ax + a = 0, de raízes r, e r,, 
temos (com ao = 0): 


a 
ntrns emma (soma das raízes) 
o 





a Ê 
Nº Tm = E (produto das raízes) 


Relações de Girard para equações de 3º grau 
Para a equação aox" + ax? + ax + a; = 0, de raízes 
r T2 € Ta, temos (com a, = O): 





à d: á 
ntnmn+rs= 7 (soma das raízes) 
O 





Er É El + pros a; (soma dos produtos das raízes 
o 2 2º ao duas a duas) 






d3 é 
Re = (produto das raízes) 
o 





Relações de Girard para equações de 4º grau 
Para a equação aox* + ax! + ax? + ax + a, = 0, de 
raízes r,, I», Ty € Ts, temos (com aq * O): 





a * 
tonto +timnU- EN (soma das raízes) 
o) 






d2 
Fa + ria + re +trar +rnrs tros o= ra 
o 





(soma dos produtos das raízes duas a duas) 
Tala ” Palas + FTaTs + Iaig To — Era 
o 


(soma dos produtos das raízes três a três) 






ds ; 
Fi an E ao (produto das raízes) 
o 





Exemplos 
1. Na equação 2x? — 3x + | = O, temos:ao = 2,44 = —3 
e a;-= 1. Sendo r, e r; as raízes da equação, temos: 
di - 3 3 
+ 0 — — — O — 
dias 3 "2 
d2 ] 
r = z+— 
| 2 do 2 


2. Na equação 3x” + 2x? + 6x + 12 = 0, temos: ao = 3, 
a=2,a=6ea;=12.Chamando der, r,er;as raízes 
da equação, temos: 


Fr, + r; + rs — — Ml = «e 2 
do 3 
a 
ET; + rr, + Il, = fis = + = 2 
a 
N'n'n=-D = si, = —4 
do 3 
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3. Na equação x* + x! — 2x + 1 = O (que também po- 
de ser escrita Ix! + Ix? + 0x? — 2x + 1 = 0), temos: 
ag =1,a=1,9]=.0,a = -—-2ea, =1. Sendo r;, Fa 
r, € rs as raízes dessa equação, então: 


a, ] 
ptntntue Ls os + 
do | 
d> Õ 
Ito + rs + Is + Ira + Taf4 + Tai = Na E E =0 
ds —2 
tuts É tuts + Elite Ste * = = = = 2 
do ] 
FyTalafs = do E 1 = 


Relações de Girard para equações de grau n 
Para a equação: 


ax” + ax?! + ax?-2 +... +aç x + ay = 0, sendo 
Fo To +.» Tn àS raízes da equação, temos: 


nd Pts Ta 


FT; de rs + na + Fg — En =— 


Tala É Flals +... 


+ En - 2h -1In = 


a 
FaFars e tn = (—1)P - e 


EXERCÍCIOS 


1. (FUVEST-SP) O número 2 é raiz dupla de ax" + bx + 16. 
Determine a e b. 


Solução 
No polinômio P(x) = ax" + bx + 16, temos: 
do =a,9,=0,a,=bea; = 16. Sendo 2 uma raiz dupla 
de P(x), temos as raízes: r, = 2,m =2€er5. 
As relações de Girard nos dão: 
di 


RE o 
0 


Õ 
ad 
a b 
LEI 6. + ELE + afa = Ai A — — (1) 


do 

a l 
DTars = — — E - Jó 
do a 


D=2+2+n=0=n5=-4 
(D)=2:2:(-9=- Log 
D=2:2+2:(-9+2-(-4) > 


Logoja=1l e b=-12 


2. Determine as raízes do polinômio P(x) = x" — 9x! + 


+ é — 15, sabendo que elas formam uma progressão arit- 
meética. 





Solução 
Como as raízes do polinômio formam uma P.A. de ra- 
zão, digamos, r, podemos chamar essas raízes de r,, 12 € Tr; 
e escrever: 
NB rt 


As relações de Girard nos dão: 


a 
entntn=-De(n-)tnt(nti)=9= 
0 
> 3n=9=>1n=3 
a ” 
du = (=0)* nin tg» = 


3-):3-G+)=15=o7=4=r=t2. 


Como r = £2 er; = 3, lembrando que as outras raízes 
são r, — rer,; + r, concluímos que as raízes pedidas são: 
| JE 5 


3. Resolver a equação 2x* — 3x? — 3x + 2 = 0, sabendo- 
se que duas de suas raízes são inversas. 


Solução 
Dois números são inversos, quando o produto entre eles 
for igual a um. Exemplos: 2e 1/2 são inversos, pois2 - (1/2)= 
= 1; 2/3 e 3/2 são inversos, pois (2/3) - (3/2) = 1;2 + v3 
e 2 —v3 são inversos pois (2 + v3) (2 — v3) = I;etc. 
Escrevendo as relações de Girard para essa equação 
teremos: 


6) 
ntntn=5>(D 


Como duas dessas três raízes são inversas, temos, por 


exemplo, que 1; = — que substituída na igualdade (11) 
] 


resulta: 0 = -L=>n = —1 
1] 


Agora que já temos uma das raízes da equação podemos 
escrevê-la do seguinte modo: 


2 —- 3 -3x+2=(x+10)- Ux) =0 


Q(x) será um polinômio do 2º grau e podemos obter seus 
coeficientes aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini: 





Portanto Q(x) = 2x? — 5x + 2. Resolvendo a equação 
do 2º grau 2x? — 5x + 2 = 0, obteremos as outras duas 
raizes da nossa equação original. 


2x? — 5x +2=0=>x=20UXx= 


S = [-134] 


to|— 


.— 


CAS 
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Se observarmos os objetos que nos cercam, veremos que 
eles têm formas bem definidas e que objetos completamente 
distintos têm o mesmo aspecto, o mesmo “formato”. 

Para classificar e estudar as propriedades desses objetos 
de mesmo formato é que a geometria criou modelos: esfera, 
cilindro, cone, pirâmide, prisma etc. Assim: 

e uma bola de bilhar, a Lua, a Terra são objetos que lem- 
bram uma esfera; 

º uma latinha de cerveja, um lápis redondo sem ponta, um 
palmito lembram um cilindro; 

* um copinho de sorvete, a ponta de um lápis, um chapéu 


F 

) o 
+ 

) 7 Ve 


À superficie que envolve a esfera chama-se superfície es- 
férica. Veja a diferença entre uma esfera e uma superfície 
esférica: uma bola de bilhar é uma esfera (ela é maciça) e 
uma bola de pingue-pongue é uma superfície esférica (ela 
é vca, é apenas uma “casquinha” redonda). 





A distância de qualquer ponto da superfície esférica ao 
centro O da mesma é o raio R; a distância de qualquer pon- 
to interior da esfera ao centro O é sempre menor do que o 


raio R. 
A área S da superficie esférica e o volume V da esfera 


são dados pelas fórmulas: 


S=4:n:R? Ve Sen R 





NE NES 


de palhaço, um funil lembram um cone; 

e um dado, um paralelepípedo de rua, uma coleção de livros 
iguais bem empilhados, um arquivo de aço lembram um 
prisma; 

e as pirâmides do Egito, o telhado de uma casa com quatro 
águas são exemplos de pirâmide. 


Passaremos agora a estudar esses sólidos isoladamente. 
Daqui em diante, representaremos o volume dos sólidos por 
Ve sua área por S (entenda-se por área do sólido a área da 
superfície que limita o sólido). 


Intersecção de uma esfera 
com um plano 


Se você cortar uma laranja com um faca (para tirar uma 
“tampinha”), estará fazendo, em termos práticos, a secção 
de uma esfera com um plano: 





À secção é um circulo de centro O” e raio r, como na 
figura anterior. Repare agora o seguinte: como P é um pon- 
to da superfície esférica, sua distância ao centro O é igual 
ao raio R; sendo d a distância do plano ao centro da esfera, 
temos, aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo OO"P: 


EXERCICIOS 


À. A área da superfície de uma esfera é 167 cm?; determi- 
ne o raio e o volume da esfera. 


Solução 
A fórmula da área da superfície da esfera é S = 47Rº; 
no nosso caso, S = 167 cm? e, portanto, 
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Agora calculamos o volume da esfera usando a fórmula 


V= - «7: Rº; sendo R = 2 cm, temos: V = E A 
e, portanto, o volume da esfera é 





2. Um plano secciona uma esfera de raio 5 cm, segundo um 
círculo de área 9x cm”. Determine a distância do plano da 
secção ao centro da esfera. 


CILINDRO 


Estudaremos agora o cilindro reto ou cilindro de revolu- 
ção; isto é, o cilindro obtido girando-se um retângulo ao re- 
dor de um de seus lados: 


|º 


Es 





Observe que o cilindro é limitado por dois círculos para- 
lelos e de mesmo raio, que são suas bases, e uma superfície 
arredondada, que é a superfície lateral do cilindro; a reta e, 
que une os centros dos dois círculos, chama-se eixo do ci- 
lindro. 

Para o cálculo do volume V do cilindro, determinamos 
a área da base B (observe que a base é um círculo de raio 
R e portanto B = mxR?) e a multiplicamos pela altura H do 
cilindro (também chamada de geratriz do cilindro). Então: 


Ben Ro [V= nr -H] 
Hit V r R H 


À área da superfície do cilindro é a soma das áreas de 


três superfícies: os dois circulos que são as bases mais a área 
lateral Sp: 


S=2-B+S|, onde B = x: Rº. 


Vamos calcular agora a área da superficie lateral Sy; pa- 
ra isso, imagine um cilindro de papel, sem as bases (uma fo- 
lha de papel enrolado); corte-o com uma tesoura ao longo 
de uma geratriz. Abrindo o cilindro e planificando-o, obte- 
mos o retângulo seguinte: 


Solução 





À área da secção é 9x cm*; como a secção é um círculo, 
sua área se calcula Es fórmula xr*; temos então: 


Como d? + r? = R?, obtemos; 


27R oem pa 


alo 





Repare que a base do retângulo é exatamente o compri- 
mento da circunferência da base do cilindro, isto é, 27R. Co- 
mo a área do retângulo é o produto das duas dimensões, 


temos: 
St =2nR-H 


OBSERVAÇÃO Chama-se cilindro equilátero ao ci- 
lindro reto em que a altura é igual ao diâmetro da base; 





portanto, no cilindro equilátero: [H=2-R] 


Intersecção de um cilindro reto 
com um plano 


Secção meridiana 

É a secção que se obtém com um plano passando pelo 
eixo do cilindro; esta secção, para um cilindro reto, é um 
retângulo: 
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Repare que na secção meridiana de um cilindro reto as 
dimensões são 2R e H, sendo R o raio da base e H a altura 
do cilindro. 


Secção paralela ao eixo do cilindro 


É a secção que se obtém cortando um cilindro com um 
plano paralelo ao eixo do mesmo: 





base 





Se d é a distância desse plano ao eixo OO”, no triângulo 
sombreado da base, temos: 


(3) +d=Ro |bl+4d=a4R 


EXERCÍCIOS 


1. Um cilindro reto tem 6 cm de altura e 2 cm de raio da 
base. Calcule sua área e seu volume. 


Solução 





À área S é a soma das áreas das duas bases com a área 
lateral: S = 2B + Sr. 


fios B=n1R?=7n-2?º=4rcm 
“Sp = 2nxRH =27:2-6=h247cm 


Logo, S = 2B+S, =2:417+ 247 =321 = 


o [5 = eram 


O volume do cilindro é V=B-H 


B = 4x cm 
Como: E din 


- [0 = aire 


2. Calcule a área lateral de um cilindro eguilátero, cujo vo- 
lume é 1287 cm. 


> obtemos: V=4-7x:-6> 


Solução 
O volume de um cilindro se calcula pela fórmula V = 
=B-H,ondeB=rR'eH=2R, pois cilindro é egiilátero. 
Como o volume é 1287 cm”, temos: 


V=B-H= 1287 R:.9R= =» R'=64 = R= 
para rR'- 2R=128n 4 cm 


Sendo H = 2R, temos que H = 8cm. 


Agora calculamos a área lateral Sp: 
IR =4H=8 COÃE | 


3. (FAAP-SP) O comprimento de uma caldeira cilíndrica 
terminada por duas semi-esferas é f = 4 m. 





Calcular a altura h e o raio r da parte cilíndrica de modo 
que a área total da caldeira seja igual a 47 mº. 


Solução 





A área total Sy da caldeira é igual à área de uma su- 
perfície esférica de raio r (é a soma das superfícies das duas 
semi-esferas terminais da caldeira) somada à área lateral de 
um cilindro reto que tem raio da base igual a r e altura h 
igualaf — 2r=4 —- 2r. 

Então: Sr = 4:m:rº+ 2x:r:h = 
e” 


No ee 
área da superfi- área lateral do 
cie esférica cilindro 


> Sr=4nr" + 2nr-(4 —- 21) > 


- Sr =4nr +8nr — dn = [Sy = Br ] 


Como a área Sr, pelo enunciado, deve valer 47 mº, te- 


mos: 8rr = 4r e, finalmente, r = a = 


- [= 0,5m | 


Como a altura h vale 4 — 2r, temos h = 4 — 2x0,5 


e, portanto, 


4. Um cilindro circular reto com raio da base r = 5 cm, € 
altura 2r, é seccionado por um plano paralelo ao seu eixo, 


a uma distância x = 3 cm desse eixo. Calcule a área dessa 
secção. 
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Solução 
A secção do cilindro com um plano paralelo ao eixo do 
cilindro é um retângulo de base d e altura 2r: 





CONE 


Estudaremos agora o cone circular reto ou cone de revo- 
lução, isto é, o cone que se obtém girando um triângulo re- 
tângulo ao redor de um dos catetos: 


à T 


Observe, então, que o cone reto é limitado por uma base 
circular e uma superfície afunilada, que é sua superfície 
lateral. 

Chamamos de geratriz g do cone ao segmento que une 
o vértice T a qualquer ponto da circunferência da base e de 
altura H a distância do vértice T ao plano da base do cone. 

Para o cálculo do volume V do cone, determinamos a área 
de sua base B (B = mR?, pois a base é um circulo) e a multi- 
plicamos por um terço da altura do cone: 


V 


V= Den RH 
B 


A qj- 


Para calcular a área do retângulo que é a secção precisa- 
mos conhecer a base d e a altura 2r do retângulo; para calcu- 
lar d consideramos o triângulo sombreado da base do cilin- 
dro e aplicamos o teorema de Pitágoras: 1º = xº + (d/2)º. 


Como: [ É Ps > 52 = 3º +. (d/2) = 
*º 20 ,25=9+(d2) = 
> 16 = (d/2)) = d2 = 4cm 


» [E= Em 


Agora podemos calcular a área da secção pois já sabemos 
que sua base d mede 8 cm e sua altura 2r mede 10 cm (pois 
r = 5cm); portanto a área é 


8x 10 = 80 cm 


À área da superfície do cone é a soma das áreas de duas 
superfícies: o círculo da base e a superfície lateral: 


Para o cálculo da área lateral Sy, imagine um cone de 
papel sem a base (um “chapeuzinho de aniversário”); cor- 
tando-o com uma tesoura ao longo de uma geratriz, abrindo-o 
é planificando-o, obtemos o setor circular abaixo: 





Temos, então, para a área lateral, um setor circular de 
raio g e arco 2xR; essa área pode ser calculada fazendo o 


semiproduto do comprimento do arco pelo raio, isto é: 


S =Lx2aR-po 











OBSERVAÇÃO Chama-se cone eqiilátero ao cone em 
que a geratriz é igual ao diâmetro da base; portanto, no 


cone eqiuilátero: 


À CONE 
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Intersecção de um cone 
com um plano 





iai meridiana 

a intersecção do cone com um plano assando pelo vér- 

ngiidi dá Assim, a razão entre as áreas das bases é igual ao quad 

tice e pelo centro da base: ra- 
do da razão entre as alturas correspondentes. 

Para os volumes, temos: 








Assim, a razão entre os volumes é igual ao cubo da razão 
entre as alturas correspondentes. 

Guarde bem as observações seguintes: 
e na figura anterior, o cone original e o cone pequeno são 
chamados de cones semelhantes; 
e as duas últimas conclusões sobre a razão das áreas e a ra- 





Repare que, num cone reto, a secção meridiana é um triân- zão dos volumes valem para quaisquer sólidos semelhantes, 
gulo isósceles de base 2R, altura H, e os outros dois lados como, por exemplo, duas esferas, dois cubos, dois tetraedros 
são iguais à geratriz g do cone. regulares etc. Para o caso das esferas (sólidos já estudados), 

por exemplo, temos: 
Secção paralela à base do cone e a razão das áreas das superfícies esféricas é igual ao qua- 

Suponha um plano paralelo à base de um cone reto, pas- drado da razão dos raios; 
sando entre o vértice e a base e, portanto, seccionando o co- e a razão dos volumes das duas esferas é igual ao cubo da 
ne segundo um círculo de raio r: razão dos raios. 


As mesmas conclusões valem para dois cubos ou para dois 
tetraedros regulares (sólidos que ainda serão estudados) 
trocando-se a razão dos raios pela razão das arestas. 


- EXERCÍCIOS . 


1. Num cone reto, a altura e a geratriz medem 4 cm e 5 cm, 
respectivamente. Calcule o volume e a área do cone. 





Solução 





Na figura anterior, temos os seguintes elementos: 
e um círculo de raio r, que é a secção; 
e a distância h do plano de secção até o vértice; 
e a altura H, do cone original. 
Ão cortar o cone original com o plano de secção, forma- 
mos dois novos sólidos: um cone pequeno, de altura h, e um 


tronco de cone, que é o sólido limitado pelos dois círculos 
de raios re R e que tem altura H — h. Inicialmente, no triângulo retângulo da direita da figu 


Vamos estabelecer as relações entre as áreas das bases e ra, O teorema de Pitágoras nos dá: 


os volumes dos cones pequeno e grande. Para isto, adote a as E o [R = 3em] 
seguinte convenção: g=RI+H2=525=Rº+16=>R'=9-|R=3€m)]. 


É aah cone pequeno cone re 


área da base 


g = 5cem 
H =4cm 


) 





Agora calculamos a área da base B: 


B=nR'=>B=7n- 3 = [B = 9nem'| 


OvolumeVeV=L.BiH=V= 7:97:42 


- [= Trer] 


Finalmente, a área S é a soma da área da base com à 
Pela semelhança entre os triângulos TO'A'e TOA, vem: — lateral:S = B + S$. 


ER APR DE B = 9r cm! 
TO OA H R o si Is =nRg=n:3:5=5mcm', obtemos: 

















área 


- 
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2. A área da superfície de um cone egiilárero é de 48x cm. 
Calcule seu volume e a área de sua secção meridiana. 


Solução 


| g = 2R 


No cone equilátero, g = 2R e, portanto, sua área S é: 
S=B+S,=>S=n1Rº+nRg=>S=7R'+7aR-2R 
> S = 37Rº. 

Como a área S é de 487 cm?, temos: 


3a? = 48m cm? » R = 16 = [R= Sem] 


Para calcular o volume do cone precisamos da medi- 
da H de sua altura; repare que H é a altura do triângulo egiii- 
látero de lado g = 2R = 8 cme, portanto, a altura H é 

go 8-3 
2 


H=4:-vV3cm|. 





to 


Agora podemos calcular o volume V: 


] 
AEE E 
N 3 B-H 
B=nR'=r -4=l6xcm!>V= - - 167 + 4/3 cm! 
H =4:v3cm E v = 6403 3 


3 


À secção meridiana é um triângulo eqiilátero, de base 

2R = 8cm ecaltura H = 4/3 cm: portanto, a área da sec- 
á = . g - 4V2 
ção meridiana é base pure - 8 bi 3 


3. (UF-MG) O sólido da figura é formado por um hemisfé- 
ro cujo raio mede 3 cm e um cone circular cuja altura é H. 
Se o volume do sólido é 487 cm, determine H. 


T 


H 
Solução 


O sólido é formado por um hemisfério (semi-esfera de raio 


R = 3 cm)e um cone circular cujo raio da base é também 
3 cm (igual ao do hemisfério) e cuja altura é H. O volume 
do sólido é, então: 


1 4 

RE si, ida! Mi O; 
V=Vhem + Voone* : 2 kd e del 7. ” 
(ESH 2 v= 87 + 32H 


Como esse volume é dado e vale 487 cm”, obtemos: 


V=187+32H= 487 =37H=307>|H=l0cm 


4. (UF-BA) O cone da figura seguinte tem 12 cm de raio 
e 16 cm de altura, sendo d a distância do vértice a um plano 
a, paralelo à base. 





Determine d de modo que as duas partes do cone separa- 
das pelo plano a tenham volumes iguais. 


Solução 
Sejam: 
L 
v = volume do cone pequeno 
N = volume do cone grande 
V, = volume do tronco de cone 


Sabemos, pelo enunciado, que o cone pequeno e o tron- 
co do cone têm volumes iguais, isto é, (D 
Como o cone pequeno unido ao tronco de cone comple- 


tam o cone grande, temos: v + Vi=V=v+tv=Voa 


oW=Vo | = 


Como a razão dos volumes dos cones é igual ao cubo da 
razão das alturas correspondentes, temos: 


EO ada tio a To cana sua 
V AH) * iMW) AM 2 
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Vamos criar um prisma reto a partir de um cilindro reto. 
Estando o cilindro apoiado pela base num plano horizontal, 
cortemo-lo verticalmente de uma base à outra com um plano: 





Repetindo mais duas vezes essa operação, de modo a ti- 
rar toda a “parte redonda” do cilindro, obtemos um sólido, 
como na figura seguinte: 





Temos assim um sólido com três faces laterais planas e 
retangulares e duas bases triangulares: é o prisma reto de 
base triangular. 

Voltando à idéia inicial, cortando o cilindro quatro ve- 
zes, teremos um sólido com quatro faces laterais planas e re- 
tangulares e duas bases quadrangulares: é o prisma reto qua- 
drangular: 





Observe, então, que o prisma reto é um sólido com duas 
bases paralelas e iguais, em forma de polígono, e faces late- 
rais retangulares. 

Finalizando, podemos ter prismas triangulares, quadran- 
gulares, pentagonais, hexagonais etc., conforme os polígo- 
nos das bases tenham três, quatro, cinco, seis ou mais lados, 


respectivamente. 


Exemplos 





quadrangular 


hexagonal triangular 


Temos, ainda, os prismas regulares, que são prismas re- 
tos cujas bases são polígonos regulares. Assim, no prisma 
triangular regular, as bases são triângulos egililáteros; no pris- 
ma quadrangular regular as bases são quadrados, e assim por 
diante. Como exemplo, temos um prisma hexagonal regular 
e sua planificação; veja a figura: 





C 
SE 
e 

B A 


Nos prismas, os lados das faces laterais são chamados de 
arestas laterais (por exemplo, BC na figura) e os lados dos 
polígonos das bases são chamados de arestas da base; (por 
exemplo, AB na figura); quando o prisma é reto, o compri- 
mento das arestas laterais chama-se altura do prisma. 


Volume do prisma 


Para se obter o volume V de um prisma, calcula-se a área 
B de sua base (é a área do polígono que forma a base do pris- 
ma) e multiplica-se essa área pela altura H do prisma (essa 
altura é a distância entre os planos das bases; é igual à aresta 
lateral, se o prisma for reto), temos então: 


Area do prisma 
A área S de um prisma é igual à soma das áreas de todas 


as faces que o limitam: as duas bases (que têm sempre áreas 
iguais) e os retângulos que compõem a lateral do prisma. Em 


símbolos; 
S = 2B + SL 


EXERCÍCIOS 


1. Calcule o volume e a área total do prisma triangular re- 
gular onde a aresta da base mede 10 cm e a aresta lateral 
mede 20 cm. 
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Solução 


p , 


+ 





planificação 


10ecm 
Base 


Pelo fato de se tratar de um prisma triangular regular, 
a base é um triângulo equilátero; o lado desse triângulo é 
ft = 10 cm e, portanto, a área da base do prisma é 
2 E.3o 10:V3 


Como a altura H do prisma é tal que H = 20 cm, temos 
que o volume V é: V=B-H=25/3:20 = 


= |V =500V3cm 


A área do prisma é a soma das áreas das 5 faces que o 
limitam; observe a planificação do prisma e repare que a área 
do prisma é a soma das áreas de 3 retângulos (área lateral) 
e de dois triângulos (bases), ou seja: 

S=S,+2B=>S=3-10:20+2-25/3 = 
> S=600+503> 


- [5 = S0(12 + 3) em | 


2. (CESESP-PE) Considere um prisma reto cuja aresta la- 
teral e a aresta da base têm medidas iguais e cuja base é um 
losango de diagonais 6 cm e 8 cm. Determine o volume e 
q área lateral do prisma. 


PARALELEPÍPEDO 


RETÂNGULO 





Paralelepípedo retângulo (ou paralelepípedo reto- 
retângulo) é o prisma reto, quadrangular, no qual todas as 
seis faces são retangulares. 





Volume 


Como o paralelepípedo retângulo é um prisma, então seu 
volume V calcula-se pela fórmula V = B - H; como a base 
é um retângulo de dimensões a e b, temos: 











Solução 


D=8cm 


Como num losango as diagonais são perpendiculares, o 
triângulo retângulo sombreado da base nos dá: 


À altura H do prisma é igual à aresta lateral (o prisma 
é reto) e esta, pelo enunciado, é igual à aresta a da base. Lo- 


o 


À base do prisma é um losango e, portanto, sua área é 


Em a a = 86 .|p=24€m'| 


Calculamos agora o volume V do prisma: 


V=B-H 


H 


Para o cálculo da área lateral, basta observar que ela é 
a soma das áreas dos quatro retângulos laterais e que, na ver- 
dade, esses retângulos são quadrados de lado a = 5 cm. Por- 
tanto, a área lateral é quatro vezes a área de um quadrado 
de lado 5 cm: 


SL =4-5x5>|S, = 100 cm 


V=B-H;B=a-b e portanto, [V=a bc] 


Logo, o volume do paralelepípedo retângulo é o produto 
das três dimensões. 


Area 


A superficie do paralelepípedo retângulo é formada por 
seis faces retangulares, onde as opostas são iguais. Repare 
na seguinte planificação: 
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CO É PARALELEPÍPEDO RETÂNGULO 





Da análise da planificação concluímos que a área S do 


paralelepípedo retângulo é: 
S=2x (área da base) + 2X (área da face frontal) + 


+2 x (área da face lateral) = 2 cab + 2: ac + 2: bc 


Logo, S = 2(ab + ac + bc) 


Diagonal do paralelepípedo 


Diagonal do paralelepípedo é o segmento que une dois 
vértices opostos não coplanares (não na mesma face); veja 


na figura seguinte: 


ás é 


Para o cálculo do comprimento D da diagonal, usamos 
duas vezes o teorema de Pitágoras; primeiramente, no triân- 


d?=a? + b? |;aseguir, 


no triângulo retângulo onde D é a hipotenusa: 


à = dê : 


- |[D=Virhoro 


gulo retângulo da base, temos: 


Cubo ou hexaedro regular 


O cubo é um caso particular do paralelepípedo retângu- 
lo; no cubo todas as seis faces são quadradas e suas três di- 


mensões são iguais. | 
TÍSE 
T A 
um / É 


No cubo, temos: 
a —/ 


e Volume V:V=B-H=V=acacas 


e área S: é a soma das áreas dos seis quadrados; logo, temos: 


e diagonal D: usamos a fórmula obtida para o paralelepípe- 
do retângulo, fazendo a = b = c; temos, portanto: 


D= Vai +al+al>D=v3a > 


EXERCÍCIOS 


1. As dimensões de um paralelepípedo retângulo são 5 cm, 
4 cm e 3 cm. Calcule o volume, a área e o comprimento da 


diagonal desse sólido. 


Solução 
O volume do paralelepípedo é o produto das três dimen- 


sões e, portanto, V=arb'c=V=5:4:3= 


» [U= tre] 





A área do paralelepípedo se calcula pela fórmula seguinte: 
S = 2(ab + ac + be) = 


A diagonal se calcula pela fórmula: 


D=va+b+d=>D=V5+4+35D=w5 


logo, temos: D = 25: 2 = [D = 52cm| 


2. (UF-CE) Calcule, em cm”, o volume de um dado fabri- 
cado a partir de um cubo de aresta igual a 4 cm, levando 
em conta que os buracos representativos dos números, pre- 
sentes em suas faces, são semi-esferas de raio igual a 


] 
Vir cm. 


Solução 





O volume do cubo é V. = 4º = 64 cm”. Determinemos, 
agora, o número de buracos representativo» dos números. 
uma face com 1 buraco 
uma face com 2 buracos 
uma face com 3 buracos O 
uma face com 4 buracos 
uma face com 5 buracos 
uma face com 6 buracos 

total de 21 buracos 
Como cada buraco é uma semi-esfera, o volume Vy dos 


Temos: 


V 21 z 

21 buracos é: Vp = 21 + = a Ver E 

“21 4 . 42. e 
= Ea q RR => Vh = 3. us R* sendo R vin 

1 42 Lo os. 

SR' = — e portanto, V5 = 2 Ta o 2; 


In 


Finalmente, o volume do dado é o volume do cubo me- 
nos o volume dos 21 buracos, ou seja: 
3. (UNESP) As medidas das arestas de um paralelepípedo 
retângulo formam uma P.G. Se a menor das arestas mede 
0,5 cm e o volume de tal paralelepípedo é 64 cmº, calcule 


a soma das áreas de suas faces. 
Solução 





Sejam a, b e c as medidas das arestas do paralelepípedo; 
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como a, b e c estão em P.G., temos: 
24 
— = —— > |b* = ac 
= e = O 


Sendo o volume do paralelepípedo igual a 64 cm”, temos: 


acbec=64>a:crb=645b-b=64> 


Como a = 0,5 e b = 4, a equação (T) nos dá: 


Agora, a soma S das áreas das faces do paralelepípedo é 
S=2ab+ac+bo)=2-(0,5:4+0,5:32+4.32)= 
> S=2:(2+16+128)=5S=2x1465 


=» |S = 292 cm 


4. Num paralelepípedo reto-retângulo, a soma das medidas 
das arestas é 48 cm e a diagonal mede 5V2 cm. Calcule a 
área S do paralelepípedo. 


Solução 


a. Sh 


a 


b 
AMA 
A — a 
Observe, pela figura, que a soma das arestas (todas) é 
4a + 4b + 4c. Então, 4a + db + 4c = 48 > 


» [rb+c= a] O 


Agora usamos a fórmula da diagonal do paralelepípedo: 


CE sFRoEN 
DG to remEdes-vê 


v2 
Exvecc5] O 


Usando as equações (D e (ID), precisamos calcular a área 
S = 2ab + 2ac + 2bc do paralelepípedo; para conseguir is- 


to, elevamos a equação (T) ao quadrado: (a + b + c)'=1d44 = 
sa+b+cl+2ab+2ac+ 2bc = 44 





D? S 
Logo, D' + S= 144 =50+S= 144 = [5 = 94 cm | 
d. (FUVEST-SP) A aresta do D 


cubo ao lado mede 2 e BP=3; 
calcule PC e PD. 


Solução 








Unimos o ponto P aos pontos € e D do cubo, obtendo 


os triângulos retângulos PAC e PCD. Então: 
e no triângulo PAC, retângulo em À, vem: 


(PC) = (ACP + (APP =22+5"=29 > 


e no triângulo PCD, retângulo em C, vem: 


(PD) = (PC) + (CD) =29+4=335 


6. (EE MAUÁ-SP) No paralelepípedo retângulo da figura 


seguinte, calculç a distância do vértice B; ao segmento A,M, 
sendo M o ponto médio de B;C.. 





Solução 


1 


Inicialmente, aplicando o teorema de Pitágoras ao triân- 
gulo A,A;B;, calculamos o comprimento do segmento À,B;: 
(A,B;)) = (AjÃo)) + (AB) = (20) + E > (AB; = 


Analisando agora o triângulo À,B;M, concluímos que ele 
é retângulo em B, pois o segmento MB, é perpendicular à 
face A ,A;B;B, do paralelepípedo e, portanto, perpendicular 
ao segmento À,B, contido nesta face. 

Observando o triângulo retângulo À,B;M, concluímos 
que o segmento B;N é perpendicular à hipotenusa A,M 
pois B;N representa a distância de B, à reta A,M e, por de- 
finição, distância de ponto à reta é sempre perpendicular à 
reta. Temos então a seguinte situação: 

A, N M 


SS 


Usando o teorema de Pitágoras, calculamos A,M: 


(AMP = (20 +(1V5P=402+502=92>=>]AM=3 


Agora, a relação métrica a * h = b - c (o produto da hi- 
potenusa pela altura correspondente é igual ao produto dos 
catetos), nós dá: 


(AM) (BN) = (A,B;) * (B:M); substuindo os valores 
correspondentes, temos: 


> 3º -(BN)=N5-20= BN = 20 V5 









21 
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| PARALELEPÍPEDO RETÂNGULO 


po 
E 
ps 


7. Considere um cubo de aresta a. Determine: ra é igual à aresta do cubo; portanto, | r = a/2 

a) o raio r da esfera inscrita no cubo; E a no | | 

b) o raio R da esfera circunscrita ao cubo. )a esfera circunscrita ao cubo é aquela na qual os oito vér. 
tices do cubo pertencem à superficie esférica corres. 


Solução pondente: 


a) esfera inscrita no cubo é aquela que tangencia todas as seis A Da À A 
faces do cubo; os pontos de tangência são os centros das 
faces. Veja a figura: o 1 
Nel? . 
CX la 


e) mao omsinsaiio a Analisando a figura percebemos que a diagonal AB do 
SAT Ee Pá cubo é igual ao diâmetro da esfera; portanto, como a diago- 
a 


nal do cubo de aresta a é av3, temos: 





vista frontal 





Analisando a figura, percebemos que o diâmetro da esfe- 


PIRÂMIDE 


Suponhamos um cone reto apoiado pela base num plano 


horizontal; vamos cortá-lo, com um plano passando por seu Observe, então, que a pirâmide é um sólido com uma base 
vértice e interceptando a circunferência da base. Obtemos, em forma de polígono c faces laterais triangulares. Podemos 
assim, uma face lateral plana triangular: ter pirâmides triangulares, quadrangulares, pentagonais, he- 


xagonais etc., conforme o polígono da base tenha três, qua- 
tro, cinco, seis ou mais lados, respectivamente. 


Pirâmide regular 


Uma pirâmide é regular quando: 
e a base é um polígono regular; 

e as faces laterais são triângulos isós- 
celese, portanto, as arestas laterais são 
todas iguais. 

Desta forma, numa pirâmide 
regular quadrangular, por 
exemplo, a base é um 
quadrado: 










Repetindo essa operação mais duas vezes, de modo a re- 
tirar toda a parte redonda do cone, obteremos um sólido com 
três faces laterais planas e triangulares e uma base também 
triangular — uma pirâmide triangular: 


Nas pirâmides regulares temos os elementos: 
* a projeção ortogonal do vértice V sobre o plano da base 
coincide com o centro O da base; a medida do segmento VO 
é a altura H da pirâmide; 
* OM = a, = apótema da base; é o segmento que une o cen- 
tro O da base ao ponto médio M de uma aresta da base, sen- 
Cortando agora o cone com quatro planos passando por do perpendicular a esta aresta; 





seu vértice, teremos um sólido com quatro faces triangula- * VM = a, = apótema da pirâmide; é o segmento que une 
res e uma base com quatro lados — uma pirâmide qua- o vértice V ao ponto médio M de uma aresta da base, sendo 
drangular: perpendicular a esta aresta. 
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Além disso, note que o triângulo VOM é retângulo, o 
que nos dá: (VM)! = (OM)! + (VO), ou seja: 


(an) = (a) + Hº 


Volume da pirâmide 


O volume V de uma pirâmide é igual a um terço do pro- 
duto da área B de sua base pela altura H. Simbolicamente: 


ms 
pe a 


Area da pirâmide 

A área S de umá pirâmide é a soma das áreas de todas 
as faces que a limitam: a base e os triângulos que compõem 
a lateral da pirâmide (quando a pirâmide é regular, esses triân- 
gulos têm tedos a mesma área). 


EXERCÍCIOS 


1. Numa pirâmide hexagonal regular, a aresta da base me- 
de 10 cm e a aresta lateral, 13 cm. Calcule o volume e a área 
da pirâmide. 


Solução 





Como o volume V é V = * B: H, precisamos ini- 


Eu 

3 
cialmente determinar a área da base B e a altura H. 
e cálculo da área da base: 


À base é um hexágono re- 
gular de lado igual a 10 cm; lo- 
go, sua área é a soma das áreas 
de seis triângulos equiláteros 
de lado ? = 10 cm. Como a 
área de um triângulo equiláte- 
2. 3 





ro de lado f é , temos: 





= 6x25/3 |B=150/3cm 


º cálculo da altura H. 
No triângulo retângulo OAT, temos: 


AT = 13 cm (aresta lateral da pirâmide); 
= H; aplicando o teorema de Pitágoras, temos: 





Agora, podemos calcular o volume da pirâmide: . 


V=-B-H= 5: 15003-469 - 


50:03:V3-23=50:3-23=|V=iI5023cm! 
T 
13 
e 
10 A 


Calculemos agora a área S 
da pirâmide. Ela é formada pe- 
la area da base B (que já conhe- 
cemos) e pelas áreas de seis 
triângulos isósceles laterais; na 
figura ao lado temos uma face 
lateral: 


Nesta figura, no triângulo retângulo da direita, temos: 
h? + 5? = 13?e, portanto, h = 12 cm. À área da face late- 


ral, é, então, Snce = base - altura a 12 


2 2 
MERECE 


« Como são seis faces laterais, a área lateral da pirâmide 


é S, = 6º Sac = 6:60cm' > SL = 360 cm 


Finalmente, a área total da pirâmide é: 
S=B+S,=1503+360> IS = 30(5/3 + 12) cm' | 


2. (PUCC-SP) Dois triângulos ABC e BCD são isósceles, 
retângulos em B e contidos em planos perpendiculares. Sa- 
bendo que a hipotenusa do primeiro triângulo mede av 2, de- 
termine o volume do sólido ABCD. 
Solução 

Caso você tenha dificuldade em imaginar a figura cor- 
respondente ao enunciado, pense em planos perpendicula- 
res como o chão e uma parede no canto da sala onde você 
está estudando. Coloque o triângulo ABC no chão e o triân- 
gulo BCD na parede, como na figura seguinte: 


by 





O sólido ABCD é uma pirâmide. Sua base é o triângulo 
ABC e sua altura é o segmento BD, pois BD é a distância 
do vértice D à base ABC, já que BD é perpendicular ao pla- 
no da base ABC. B 

Para calcularmos o volume 
do sólido, precisamos da área Q Q 
B de sua base e da altura H. 

e cálculo da área da base B: A Cc 


av2 


O triângulo ABC é retângulo isósceles (AB = BC = 0) 
com hipotenusa av2. Então: 


(av2)? =0401>2)%92=2 > 


Scanned by CamScanner 





j PIRÂMIDE 


pas 
E 
CG 


Portanto, a área do triângulo ABC é: Suponhamos, agora, um tetraedro regular de aresta a; cal. 


tt Ea e culemos sua área S, sua altura H e seu volume V em função 
B m “2. = “2. E 22 da aresta a. Os resultados obtidos você não precisa saber de 
cor, mas é aconselhável saber como achá-los. 
e cálculo da altura H: eaárea S: 
D À área S é a soma das áreas das quatro faces triangulares. 
Como essas faces são da ani equiláteros de lado a, e a 
a? - v3 


a área de cada uma delas é 





(vimos isto em geometria 





área d droéS=4- a? 3 
B c plana), segue-se que a área do tetraedro é S = 


% a 
O triângulo BCD também é isósceles e retângulo. Co- e, portanto, | S = a” - v3 


mo BC = ( = a, obtemos BD = a, ou seja, e a altura H: 


Finalmente, o volume do sólido ABCD (volume de uma 
pirâmide) é: 


se o e qi a ap o ai a 
a Bs e aa V 


3. Uma pirâmide triangular tem 12 cm de altura. Determi- 
nar a que distância do vértice deve-se traçar um plano para- 


lelo à base, de modo que a área da secção obtida seja 1/4 da 
área da base. 


Solução 





À altura será calculada usando o triângulo retângulo DOC, 
de hipotenusa DC = a e catetos DO = He OC. Acompa- 
nhe o cálculo de OC: 


19 no triângulo equilátero ABC da base, CM é a altura 


= 
e, portanto, | CM = EA 


2º o ponto O, “pé da altura DO” é o centro da base 
ABC e, portanto, divide a altura CM na razão 2:1, 


ou seja, OC = 2.0M = OC = + - CM 
av3 


- 3 A so ja - 3 
também valem os mesmos resultados pois agora temos duas 


Exatamente como no caso dos cones semelhantes, aqui 
pirâmides semelhantes Agora aplicamos o teorema de Pitágoras ao triângulo 
| DOC: (DC): = (DO; + (OC) = 
Lembrando então que “a razão das áreas das bases de dois (DC = (DO) + (OC) 


sólidos semelhantes é igual ao quadrado da razão de suasal. 2 -H+ ( av3 ) o ly = 26 
turas”, temos: 3 1 


Da TO a det eds stiê A e o volume V: 
B (3) 4 (5) ja O mA ] 


O volume do tetraedro é V = ET B -H, onde: 
25 

















B = área do triângulo eqiúilátero da base: B = ; 

[6 

Tetraedro regular H = altura do tetraedro: H = ae 

Um tetraedro é uma pirâmide de base triangular. O te-  pomanto V=L. 2: V3  av6 
A 1a e 3 di o 

traedro é regular quando suas quatro faces são triângulos egui- 3 4 3 

láteros; é claro que, neste caso, as quatro faces são iguais en- 

tre si. 


EXERCÍCIO 


1. O volume de um tetraedro regular de aresta a é 18V2 cm'; 
calcule a medida de sua aresta. 


Solução 
Lembrando a fórmula do volume do tetraedro regular de 
a* - V2 
aresta a, temos: V = 





= 18/2 » q'-v2 = 


=18:1N2= 4 =216=6 = [a =6cm| 


to 
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MATRIZES 


O estudo das matrizes é um dos mais novos e importan- 
tes ramos da Matemática. Grande número de operações exe- 
cutadas por modernos computadores se utilizam de matri- 
zes. Cálculos estatísticos, cálculos matemáticos da área de 
economia, bem como importantes estudos da fisica atômica, 
aplicam matrizes na resolução de seus problemas. No nosso 
curso, em particular, nos utilizaremos das matrizes para a 
resolução de sistemas de equações lineares. 


Uma matriz de tipo mXn (leia: m por n) é uma tabela 
de números reais dispostos em » linhas e n colunas. 


Exemplos É ú E 
1. À matriz À = | 4 7 4 é do tipo 2x3 (dois por 
3). 


três) pois possui 2 linhas e 3 colunas (m = 2en = 
Podemos também representar a matriz À de outra ma- 


neira: 
“(20 -3 
di (4 7 a) 
A 
2. À matriz B = A é do tipo 2x2 (duas linhas 


e duas colunas). 


Casos Particulares 
* quando o número m de linhas é igual ao número n de co- 
lunas, dizemos que a matriz é quadrada de ordem n. 

0 1 

Ex.: M | ] 
* quando uma matriz tem uma única linha (m = 1), dize- 
mos que ela é uma matriz-linha. Ex.: 
M = [4 7-9 0). 
* quando uma matriz tem só uma coluna (n = 1), dizemos 
que ela é uma matriz coluna. Ex.: 


é uma matriz quadrada de ordem 2. 


º quando todos os elementos de uma matriz são nulos, a ma- 
triz denomina-se matriz nula. Ex.: 





SS 
a 















PENAS A De A DA A E 
0 0 
M=[9 9 
Representação 


Numa matriz genérica À, de m linhas e n colunas, todos 
os elementos serão designados por uma mesma letra, afeta- 
da de dois índices numéricos: o primeiro índice acusa a li- 
nha onde se encontra o elemento considerado e o segundo 
índice, a coluna (sempre nessa ordem). Assim, por exemplo, 

4 1 

3 2 1 
aj = 4(1º linhae 1º coluna) (lê-se: a um, um, igual a 4) 
a;2 = 1 (1? linha e 2º coluna) (lê-se: a um, dois, igual a 1) 
aj3= 6 (1? linha e 3? coluna) 
a2) = 3 (2º linha e 1º? coluna) 
a,» = 2 (2º linha e 2º coluna) 
a23 = 7 (2? linha e 3º coluna) 

Genericamente, se a matriz À tem m linhas e n colunas, 
teremos: 


na matriz À = os elementos são: 


dj dz 213 din 

d21 d22 d23 d2n 
A = 

âm! àm2 àm3 âmn 


Resumidamente, podemos representar: À = (a;)mxn 


EXERCÍCIOS 


4 7 —-l 
1. Na matriz À = |3 0 2|, determinar: 
5 —3 6 


a) 32, d22 € 13 
b) a soma dos elementos da 2? coluna 
C) a) + à33 + aj2 
Solução 
a) a;2 é o elemento da 3º linha e 2º coluna de À. Logo as2 
= —3. Analogamente: a,, = O (2º linha e 2º coluna) e a,3 
= —1 (1? linha e 3º coluna). 
b) À soma dos elementos da 2º? coluna é aj, + a22 + à32 = 
7+0+(-3)=4 
Ja tastaç=3+6+7= 6. 
2. Escrever a matriz A = (a;), quadrada de ordem 2, saben- 
do que à; = 31 — 2). 
Solução 

Como a matriz dada é quadrada de ordem 2, temos: 
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À MATRIZES 


fa 


a 


(8), 


A=[êu a, aplicando a relação dada, a; = 3i + 
a2) az 
— 2j, vamos calcular cada um dos elementos da matriz A. 


a=3º1-2º1=1 
2,*=301-2º2m -1 22 =3:2-2: 


O es 
Hon 
ho a 


1 —l 
Portanto, À = 4 | 


Igualdade de matrizes 


Duas matrizes A e B são iguais se forem do mesmo tipo 
e se tiverem seus elementos correspondentes (que ocupam 
posições iguais em A e B), respectivamente iguais. 


Se À = (a;)mxn € B = (Dilma temos: A = B o aj; = 
= b, para todo 1, ). 





Exemplos 


o ms (45 NJ 


Z=3 

3 2 10 ar 
X E Z ! x=10 

2 o | o] Ê Ne Es A 


Adição de matrizes 


Somam-se matrizes de mesmo tipo, somando-se seus ele- 
mentos correspondentes. Simbolicamente: 





Se À = (a;)lmxn B = (Dimxn € C = (ci)mxn temos que 
a soma À + Béamatriz C, se, e somente se, c; = a; + 
+ b; para todo 1 e todo ) 


Exemplos 


2 8] . 2-9). TO 

2 (o) + [o] 0x0)" o] 
Propriedades da adição de matrizes 
Sendo A, B e C matrizes do mesmo tipo, e O a matriz 


nula do mesmo tipo das anteriores, temos as seguintes pro- 
priedades: 


Associativa: (À + B) + C=A+(B+C) 
Comutativa: A + B=B+ A 
Elemento neutro: À + 0=0 +A=A 


Elemento oposto: À + (- À) = O, onde — À é a ma- 
triz oposta de A. Obtém-se a matriz — À, trocando os sinais 
de todos os elementos de À. 










OBSERVAÇÃO Podemos também definir a diferen- 
ça À — B, de duas matrizes do mesmo tipo, como sendo 
a soma da matriz À com a oposta da matriz B. Isto é, 


A -B=A+(-B). 
— 2 - 3 
| elo 






Exemplo: À = | 


Multiplicação de um 
número real por uma matriz 


Multiplica-se um número real por uma matriz, multipli- 
cando-se o número real por todos os elementos da matriz 
Exemplos 


sp BS T- 


EXERCÍCIOS 


1. Construir a matriz A = (aj);x3, tal que: a; = 
- lo sei =) 
tO,sei x) 
Solução 
A matriz À terá 3 linhas e 3 colunas (3X 3), portanto po- 
demos assim representá-la: 


Temos: 
a a ma “a =a22 = à =1 
b) 
A =|d2 d22 à23 at 
poisi = j; 


da à d33 e os demais elementos são to- 


dos nulos, pois i = ). 


1 0 0 
Logo, amatriz Aserá A =| 0 1 0 
0 01 
2. Sendo À = É 4 eB = | dl 3] calcule as ma- 
trizes: 
a)A-B b) A + 2B c) 3A — 2B 
Solução hd 
jA-B= | + =) | 
) 5 | —3 :» 
2 3 0 1 2 3] 
b) A + 2B = +2 - | + 
) k 4 [o | 1 5] 


0 2 a 5 
+ — 
La | [1 m 
6 9 O -—-2 6 | 
3A - 2B = ' 
o) es 5 H ' k “é k 9 
3. Determinar os números reais x, y € Z tais que: 


Elos 


Solução 


T——— 
MH to 
ta pd 
| 
H 
(—— 
[ad 


nd a 
(3x + 4) 1 
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Multiplicação de matrizes 


Já mostramos que a soma de matrizes é feita de maneira 
óbvia: somamos os elementos correspondentes. Infelizmen- 
te não podemos repetir esse mesmo tipo de operação na mul- 
tiplicação de matrizes. O produto de matrizes é feito de ma- 
neira muito mais elaborada. Acompanhe. 

Começaremos multiplicando uma matriz-linha, À = (2 3 4), 
] 

5 |. À matriz produto de À 
0 

por B, que será indicada por AB, terá um único elemento, 
que será obtido multiplicando os elementos da linha de A 
pelos elementos da coluna de B, ordenadamente, e somando 
os resultados. Veja: 


por uma matriz-coluna, B = 


AB = (23 4). ) = e» |1+3x5+4x0)= (17) 
0 

O produto AB é uma matriz do tipo 1X1, cujo único ele- 

mento é 17. 

É importante você guardar que: 

e o número de colunas de A deve ser igual ao número de 
linhas de B, para que se defina o produto AB. No exemplo 
anterior, À tem três colunas e B tem três linhas; 

e a matriz produto AB tem o mesmo número de linhas 
de A, ce o mesmo número de colunas de B. No exemplo 
anterior, À tem uma linha, B tem uma coluna, e a matriz 
produto tem uma linha e uma coluna. 

Generalizando: 

Vamos supor que À = (a;j)e B = (b;) sejam matrizes 
tais, que o número de colunas de À é igual ao número de 
linhas de B, isto é, A é do tipo mxp, e B é do tipo pXn. 
Então, o produto AB = C é a matriz de tipo mXn, cujo ele- 
mento da linha i e coluna j é obtido multiplicando a linha 
i de À pela coluna ; de B. Portanto, teremos: 


Cj; = ab); “+ a;2D2; E cus 


é d;pDp; 





Acompanhe com atenção os exemplos seguintes: 

O 6 

l.Sejam À = |7 3|eB Hi Como À é do tipo 3x2 
4 5 

e B é do tipo 2x1, o número de colunas de À é igual ao 

número de linhas de B (ambos valem 2). O produto AB será 

definido resultando uma matriz do tipo 3x1, Para obter a 

1º linha de AB, multiplicamos a 1? linha de À pela coluna 


Para obter o elemento da 2º linha de AB, multiplicamos 
a 2º linha de À pela coluna de B: 


O 6 ] 12 12 
7 3 e H = 7x1+3x2 = 13 
4 5 


Finalmente, vamos obter o elemento da 3º linha de AB, 
multiplicando a 32 linha de A pela coluna de B: 


O 6 12 12 
1 3 l [3 | = 13 = 13 
4 5 k 4x1+5x2 I4 


0 6 : | 
Portanto: |7 3]: | | = 113 
4 5 


4 2 6 
matrizes do tipo 2x2, o produto À * B = C estará definido 


2. Sejam À = k “aleB = Ê ||: Como A e B são 


e será uma matriz do tipo 2x2, isto é, C = Pa os 
C2 (22 
Para obtermos o elemento c,,, utilizaremos os elemen- 
tos da 12 linha de A, com os elementos da 12 coluna de 
B. Acompanhe com atenção: 
21] W d12 21 
i 1 1 1 
CH =3 x 0 + (-1) x 6 = -6 
Para obtermos o elemento c,», utilizaremos a 12 linha 
de A, com a 22 coluna de B: 


à, ba; d12 ba2 
1 1 
cp=3 x5 +(-1l)x 1 =d 
Para obtermos o elemento c,;, vamos usar a 22 linha de 
A, com a 12 coluna de B: 


2 by a» bay 
í i 1 1 
C) E 4 x 0 + 2 x 6 =12 
E, finalmente, o elemento c,>, será obtido utilizando-se 
a 22 linha de À, com a 22 coluna de B: 


7 
Co, = 4 X 5 + 2x] 
Logo, À: B=C = E. a] 


3. Tomando as mesmas matrizes À e B do exemplo anterior, 
vamos calcular o produto D = B - À. Este produto será tam- 
bém uma matriz do tipo 2x2. 


e d d 

0 5 3 —l o 12 
D=BAs= k | h | - pa a] 
dy = 0x3+5x4 = 20 
d|> a 0x(— 1)+5x2 = 0 
do) = 6x3+1x4 = 22 
do2 = 6x(— 1)+1x2 = —d 20 10 

Portanto a matriz D será = | 
22 —4 


Observe que a matriz À - B, calculada no exemplo 2, é 
diferente de BA, calculada agora. Quando se opera com ma- 
trizes, de um modo geral AB = BA, isto é, a multiplicação 
de matrizes não é uma operação comutativa. 


[2 101 E 
4. Sejam A = [5 2 1 es PESE 
tem quatro colunas e B possui três linhas, o produto AB não 
está definido. Verifique que o produto BA, também não se- 
rá definido. 


5. Se À = o] e B = [00 1), temos: 


1] “ [Ixo 1x0 xl 
AB = [9] (o = [ox 0x0 ei 


.|0 0 1 
O 0 0 | 
Note que o produto BA, não estará definido, pois o nú- 


mero de colunas de B (3) não é igual ao número de linhas 
de À (2). 
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OBSERVAÇÃO 
e podem estar definidos AB e BA; 


e podem não estar definidos nem AB e nem BA; 
e um produto pode estar definido e o outro não. 





EXERCÍCIOS 


1. Determine o tipo de matriz produto AB quando estiver 
definida, em cada caso seguinte: 

a) AéIx2e Bé 2x4 c) Aé3xleBélx3 
b) Aélx3ecBé3xl d) A é Ix2e Bé 1x2 
Solução 

a) O número de colunas de A (2) é igual ao número de li- 
nhas de B (2), logo, o produto está definido. À matriz pro- 
duto será do tipo 3x4, pois À tem três linhas e B tem 4 
colunas. 

b) O número de colunas de À (3) é igual ao número de li- 
nhas de B (3) logo o produto está definido e será uma matriz 
do tipo 1X1, pois À tem uma linha e B tem uma coluna. 
c) O número de colunas de À (1) é igual ao número de li- 
nhas de B (1), portanto o produto será definido resultando 
uma matriz do tipo 3X3, pois À tem 3 linhas e B tem 3 
colunas. 

d) O número de colunas de A (2) é diferente do número de 
linhas de B (1), logo o produto não estará definido. 


fe Nash ss e 
2. Sendo A | 4 | e B [ê 3! determinar: 


a) AB b) BA c)o valor de n para o qual AB = BA 
Solução 


já dl.ja Ho 

AB = [4 | o o) = 

” icinios o - Fróes 10 
4:n+3x20  4x5+3x0 4n+60 20 


b) BA = [3 o) * lá 3)" 


- |n:2+5x4 n:1+5x3 = |12n+20 n+15 
20x2+0x4 20x1+0x3| | 40 20 


SA Bia fria | A 


4n+60 20 
2n+20 n+15]  (n+15=10 0. 
40 20 4n+60 = 40 2 N= —5 


3. (FELSP) Se A = Ê 2 E - [2] a [2], de 


termine X tal que AX = B. 
Solução [4 27 [x] [2] [1-x+2 
ge ' a é 4 
dc Be lo | 5) le fox - 
- |? 

l 


nad o É é k + 2y = 2 resolvendo o sis- 
y l y = 1 tema iremos obter: 


x=0ey=l,portanto X = [?| 


4. Considere as matrizes: 


a) A = (a;), 3x2, definida por a; = i +) 
b) B = (b;)), 2X3, definida por b;; =! 
o) C=(c)C=aAB 

Determinar o elemento cs, da matriz C. 


Solução 

Para se obter o elemento c;2, vamos utilizar a 3º linha 
da matriz À, com a 2º coluna da matriz B. 3º linha de A: 
a; € à32 (lembrar que a; = 1 + 5) 
aqj=3+1=4a»)=3+2=5 
2º coluna de B; by, € ba, (lembrar que b; = i)) 
bo = 12 =1];b;=2=4 


Portanto, cs, será |" “|: |: : | 
4 5 


Cy = 4X1+5x4 = 24 
Logo, c3, = 24. 


Propriedades da multiplicação 
Propriedade associativa 


Sendo as matrizes: À, do tipo mXn; B do tipo nxp e 
C do tipo pXq, temos que: | (AB) C = A(BC) 

Propriedade distributiva da multiplicação em re- 
lação à adição 


e à direita: sendo À e B matrizes do tipo mXn, e C uma ma- 
triz do tipo nXp, temos que: 
º à esquerda: sendo a matriz À do tipo mxn, B e C do tipo 
nXxp, temos que:| A(B+C) = AB + AC 


OBSERVAÇÕES 
* lembre que, de um modo geral, a propriedade comuta- 
tiva não vale para a multiplicação de matrizes, isto é AB 


* BA; 

º se ÀB = 0, não podemos concluir que À = 0 ou B = 
= (,porque podemos ter matrizes não nulas,que multipli- 
cadas resultem uma matriz nula. 





Transposta de uma matriz 





Dada uma matriz A do tipo mn, chama-se transposta 
de À à matriz do tipo nxm que tem as colunas ordena- 
damente iguais às linhas de A. A matriz transposta de 
À é indicada por A'. 







Exemplos 
1. Se E 4 a então a transposta de À será 
3.5 2) ad 
| q À 
A =| 4 5]. Note que a 1º linha de A é igual à 
0 2 


1º coluna de B e que a 2º linha de A é igual à 2º coluna de B. 


Ss 1 
ocorrer À* = A, dizemos que a matriz A é uma matriz si- 


métrica. Para a transposição de matrizes, valem as seguintes 
propriedades: 

é (A! = A 

“(A+BS=A!+B' 

(0: Aj=a-At:9 ER 

“(AB) = B'. A! (atenção à inversão da ordem) 


2. Se Ae É 1! então A! = [é d = A. Quando 
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EXERCÍCIOS 


1. Dadas as matrizes À = Ê 4 ecB = [5 verificar 


que (AB) = B'- A! 
Ea end ; | | [9 E Fester! : 


4 3 7 4x0+3x7 
= | + , segue-se que: (AB)' = [14 211) 
Por outro lado, temos B' = [0 7) A! = | l H e, 
| 4 
a O | Ê = 
então: B'- A*=[0 7) | 2 3 


= [0x1+7x2 0x4+7x3) = [14 21] (11) 
Comparand (ID), concluímos que (AB) = B' - A! 

2. (FEI-SP) Se A é uma matriz quadrada de ordem 2 e A! 

sua transposta, determine A tal que A = 2A', 

Solução x y 

Fazemos À = | R | A matriz transposta de À é, en- 


tão, A! = |: À 
y 


Agora: A = 24º e [5 )=2-[5 “| 


é [2 | =[5 2z 
z t 2y 2 


Pela definição de igualdade de matrizes obteremos: 


x = 2x x =0 

y=2z y=0 

Z = o! ão Ê =0 

t=2 t=0 0 0 
Portanto, a matriz procurada é À = | 0 dj 


Matriz identidade 


As marrizes 1, = [1], 1, = É | b = 


1 0 0 
= E 1 O] etc., são chamadas matrizes unidade ou 
O 0 1 
matrizes identidade de ordem 1, 2, 2 etc., respectivamente. 
Assim a matriz identidade de ordem n, que indicamos 
por In, poderá ser assim definida: 


l,sei =) 
O, sei =) 


L no (a;j)nxn onde dj; 


OBSERVAÇÕES 
* sendo À uma matriz quadrada de ordem n, e I, a ma- 
triz identidade de ordem n, teremos: 


A-L=L:'A=A 


* numa matriz quadrada, os elementos a; tais que i = 
j, formam a diagonal principal da matriz. Por exemplo, 
numa matriz quadrada de ordem 3, os elementos a,1, à22 
€ à33 constituem a diagonal principal. Veja portanto que 
na matriz identidade de ordem n, os elementos da diago- 
nal principal são todos iguais a 1, enquanto que os de- 
mais elementos são todos nulos. 





Inversão de matrizes 


Uma matriz quadrada À, de ordem n, é inversível se existir 
uma matriz B tal que AB = BA = I, (onde 1, é matriz iden- 
tidade de ordem n). 

Caso não exista a matriz B acima, diremos que a matriz 
À é não inversível ou singular. À matriz B, se existir, tam- 
bém será quadrada, de ordem n, e será chamada de matriz 
inversa de A. Indicaremos a matriz B, inversa de À, por 
ATI, Assim: 

A-CAl=A"!-A 
Exemplo 2 5 
A inversa da matriz À = 
3 —5 : 3 
li 


Observe que: 


rea [ST Je 


(matriz identidade de ordem 2) 


rua ade o 


Logo: A-AT!I=A!-A=L 


EXERCÍCIOS 


| Obi Toda ds Ê E 


1 
+— 
a 


7 5 
Solução a 
Fazemos A”! = Ê ' - Pela definição de inversão de 


matrizes devemos ter A - A! = 1,, ou seja: 
à 2 TE Pla k 0 . 
t 5 & 4 0 1 


o [Bxt2z By + - | 1 
tx+5z . TytH 0 1 


3x+2z = 1 ais. A 5 
ix+5z = 0 Z —7 
yracO frio 
Ty +5t=1 =“ 
Portanto, AT! = | ; 4 
' —7 E 









OBSERVAÇÃO Não será necessário verificar a igual- 
dade A”! - A = 1,, pois ela certamente será verdadeira. 


2. Verificar se À = | 


3 0 
Solução ú 
Fazemos A”! h à | obtendo: 


o l 0|. X à DR 
AA be |) o b | 


[le [e d]- 


l [O e . . Ed 
é uma matriz inversível. 


x=1 
o) =0 
Mi 
3y =1 


Não podemos ter ao mesmo tempo x = lex = 0, enem 
y=0€ey = 1/3, portanto o sistema será impossível. Logo, 
a matriz À não é inversível. 
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Propriedades da inversão de matrizes 
e(ATIyTI = A 


& At! a (ATI 
e (AB)! B-!. A”! (atenção à inversão de ordem) 


DETERMINANTES 


Determinante associado a uma matriz quadrada é um nú- 
mero obtido a partir dos elementos dessa matriz. Os deter- 
minantes têm várias aplicações na Matemática, entre as quais 
a resolução de sistemas de equações lineares, como veremos 
mais adiante. 


Determinante associado a uma matriz 
quadrada de ordem 1: 

Se uma matriz A é formada por um único elemento, isto 
é, se À = (aj), então, por definição, o determinante de À 
é o número det À = ay). 

Exemplo 

O determinante da matriz À = (-3) é det Ã = —3, 


Determinante associado a uma matriz 
quadrada de ordem 2: 


lo É . 
Se A = | 4 o! então o determinante da matriz À 








d21 22 
. . a a 
será indicado por: | M 12], 
d2)  d2 










ATENÇÃO Não confunda as notações. Enquanto a ma- 
triz é representada por colchetes [ 1) o determinante é 
indicado por duas barras | |. 


O determinante da matriz À será assim definido: 


a a 
det A =| 1 if» aj * do) — aj: 
Dial: 11 * à22 12 * à21 





ad 
Exemplos 
fr ta É 
1. Jus [2 285 - 1x4 = 10 4 = 6 
O O 
” 
=6-6=0 


PR 
2, Jales = om 
() 


e 
3. | ct Teca (capa ma + 6-8 
e” e 


Determinante associado a uma matriz 
quadrada de ordem 3: 


dj à dj3 

Se A =|a;) qa,  à23|, então o determinante de A 
d3) à  q33 

é o número: 

derA =(ay az 'as3)+(ay2* à2;* as) + 

+(ajs az" asa) — (as tao" as) — (aj cat a32) + 

— (ajz * az) * às 


Existe, no entanto, uma maneira fácil de calcular deter- 
minantes de ordem 3, conhecida como regra de Sarrus. Acom- 
panhe com atenção: 

e repita as duas primeiras colunas ao lado da matriz; 

e os termos com sinal são obtidos multiplicando-se os 
elementos das flechas que acompanham a diagonal principal; 
e os termos com sinal (—) são obtidos multiplicando-se os 
elementos das flechas que acompanham a diagonal se. 


cundária. N =” 
Ea 
dj. d2 .93 [di ed 
sã as ar 
d21 da? das: d21(d22 
dy” ,d32 2341931 d32 


eo” e e —€ e 


=60+0+42-150-28-0=-—-76 


E a a AA 





2. |-3 52 123%? - 
140.5 015405. 
S Oo O DV OO 





OBSERVAÇÃO Lembre que a matriz é o quadro 
de números reais, enquanto o determinante de uma ma- 
triz é o número real associado a cla. 






1. Dadas as matrizes A = ; E eB=|) 1) as 

sinale verdadeiro (V) ou falso (F); 

a) det Ã = det B 

b) det A* = der A 

c)det(a- A)=a-derA,vaeR*- (1) 

d) det (A + B) = det A + det B 

e) det (A - B) = (det A) - (det B) 

Solução 

a) F 

dera =|; o [= 4x2 - 5x3=8 15 = 7 
3 2 
| 2 

dB =|, [= lx -2x2=1-4=03 

b) V 

tal? os Ne/2 3|0. 

A Ê 3] = der (ay = : | 

=4x2 -3x5=8-15=-7=detA 


c) F 

arA=a-|, | = [3 50] 
3 2 3a 2a 

= det(a A) = |“ a | = 


(4a) - (2a) — (5a) - (30) = 8a? — 150? = — 702. 
Como q - det A = — 7a, temos que det (a: Aja det À. 
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d) E 
a sli 2] [57 
A+ Bol; + |- | 
7 


- der(A + B) =|, =15-35=-20 





De A+ detB=(-7)+(—-3)= — 10, logo det (A + B) x 
* detAÃ + det B. 


e) V 

est fl zo (us 
A-Be |) | |) | = [4 | = 
= det (A - B) = e Bl=112-91=21 


Como det A : detB = (-7)-(-3) = 2], der(A - B) = 
= det À - det B. 


2. (FEI-SP) Calcular o valor de m real tal que, 


2 4 0 
der(A -m-1I;)=0,ondeÃ=|0 2 -llelé 
I8 3 3 


a matriz identidade de ordem 3. 
Solução 
Inicialmente calculamos a matriz À — ml: 


2 O 1 0 0 
à cabo 2 meo l - 
18 3 3 O 0 1 
2 d O m O 0 
E al : | 
I8 3 3 O O m 


2-m l 0 
0 2-m —1 


18 E 3—-m 
Como det (A — ml) = 09 
2—-m ] 0 
o 0 2-m  -—1 |/=0 
18 3 3-m 








Aplicando a regra de Sarrus para o determinante no 1º mem- 
bro, vamos ni 


a 

2 — mM. 

0 q n2S pr qu 
: 3. 

o Lua TO. 
2-m)(2-m(3-m)+1-(-1)-(-18)+ 
+0-0-3-0-(2-m)-18-3-(-)-(2-m)+ 
-1:0-(3- m) = 
Resolvendo as operações indicadas e reduzindo os termos se- 
melhantes vamos obter: 
-m? + Im? — 19m = 06 -m(m? - Mm + 19)=0 

-m=0em=0 

ou 
mê? - 7m+19=0=m£R (poisA < 0) 


Portanto, teremos det (A — mls) = 0, com m real, se, 
e somente se, m = 0. 


3. (FAAP-SP) Resolver e discutir a equação: 


E E cid 





X a b 
a 0 cl=0 
-b -c 0 








Solução 


Calculando o determinante pela regra de Sarrus, teremos: 





" “is di A” 

D o 2 a de à 
= cl a 0 = 
Ls ESfE Me 
o” e O OO 


= —abc — abc + cêx = cêx — 2abc = 0, ou seja, 
c(cx — 2ab) = 0. 

Temos, agora, duas possibilidades: 
ec=0 

Neste caso, a equação c(cx — 2ab) = O reduz-se a 
O-(0-x-—- 2ab)=0, que é satisfeita para qualquer x real. 
Seu conjunto solução é, então, S = FF. 
ecxo 

Neste caso, c(cx — 2ab) = O nos dá cx — 2ab = 0, 


portanto, x dat . Então, S = (ab, 


R,sec=0 
b 


(2), seco 


Resumindo: S = a 
c 


= Determinante associado a uma matriz 

quadrada de ordem maior que 3 

Para calcularmos determinantes de matrizes quadradas 
de ordem maior que 3, precisaremos de algumas definições 
preliminares que passaremos a ver na sequência desse assunto. 
No entanto, é bom deixar claro que tudo que estudaremos 
a seguir é válido para determinantes de qualquer ordem, in- 
clusive 3 e 2, que já foram estudados. 


Menor complementar 

Se À é uma matriz quadrada de ordem n 2 2, e a; é um 
de seus elementos, então o menor complementar do elemento 
a; é o determinante que se obtém retirando a linha 1 e a co- 
luna j da matriz À. 

Indicaremos o menor complementar do elemento a;; por 


Exemplos 
2 -—-2 6 

1. Sendo À = |3 1 5, vamos calcular o menor 
0 4 7 


complementar M,, do elemento a,,. 
Como queremos M,1, retiramos a primeira linha e a pri- 
meira coluna de À: 


[RE 
4 7 


À matriz que “sobra” é lá | cujo determinante 
é ; a =7-20=—13.0 valor desse determinante 








é o menor complementar M,,, do elemento a,,. Portanto 
obtemos: M,, = —13. 


2. Para a mesma matriz À do exemplo anterior, o menor com- 
plementar M,3, do elemento a»3, é obtido retirando-se a se- 
gunda linha e a terceira coluna de À: 


Ed 


cn | DETERMINANTES 
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Propriedades da inversão de matrizes 
(ATI)! = A 


(A)! = (AT! 
e(AB)T!T B-!. A”! (atenção à inversão de ordem) 


DETERMINANTES 


Determinante associado a uma matriz quadrada é um nú- 
mero obtido a partir dos elementos dessa matriz. Os deter- 
minantes têm várias aplicações na Matemática, entre as quais 
a resolução de sistemas de equações lineares, como veremos 
mais adiante. 


Determinante associado a uma matriz 
quadrada de ordem 1: 

Se uma matriz À é formada por um único elemento, isto 
é, se À = (a,) então, por definição, o determinante de À 
é o número det À = a. 

Exemplo 

O determinante da matriz À = (-3) é det A = —3. 


Determinante associado a uma matriz 
quadrada de ordem 2: 


a a E 
Se A = | ! 2), então o determinante da matriz A 








ão) à2 
. . a a 
será indicado por: | 12), 
do)  à22 












ATENÇÃO Não confunda as notações. Enquanto a ma- 
triz é representada por colchetes [ 1 o determinante é 
indicado por duas barras | |. 


O determinante da matriz À será assim definido: 


= (2110 42. A - 
det à >| dj * à22 — à * à21 
"e 





d21 
” 


Exemplos 
Po 
1. Josf: 2x5 - Ix4=10-4=6 


O O) 
PIS 3Á 
a, Jor rs- 3x2=6-6=0 
O 
ps 


3. | sei (=1)x(-29)-(-2)x3=2+6=8 
o “4 


Determinante associado a uma matriz 
quadrada de ordem 3: 


aj dz dj3 

SeA = |a,)) q  q23|, então o determinante de À 
dy) à  q33 

é o número: 

detA =(am axa) + (a dos as) + 

+ (aj3 * d2) * 232) — (2y3 0 222 Asa) — (An "das a3;2) + 

— (az * 22) * à33 


Existe, no entanto, uma maneira fácil de calcular deter- 
minantes de ordem 3, conhecida como regra de Sarrus. Acom- 
panhe com atenção: 

e repita as duas primeiras colunas ao lado da matriz; 

e os termos com sinal (+) são obtidos multiplicando-se os 
elementos das flechas que acompanham a diagonal principal; 
e os termos com sinal (—) são obtidos multiplicando-se os 
elementos das flechas que acompanham a diagonal se- 





cundária. " 
aj Ca ais a ns 
a) Dag S d23: Bai dm 
a = 
1231 73 3 A31 AI 
o“o”e “e 0 DO 
Exemplos 
IN Sopa, rd 
1. 2 O 4] 2º MW = 
EAD ENA 
S O O DD “O 
=60+0+42- 150 -28-0= —7 
aos jo PR 
| SONS s 
; 7 a 
aos 0 A A 
O O O DOS 










OBSERVAÇÃO Lembre que a matriz é o quadro 
de números reais, enquanto o determinante de uma ma- 
triz é o número real associado a cla. 


4 5 


lo na 
Dadas as matrizes À 39 


sinale verdadeiro (V) ou falso (F): 

a) det À = det B 

b) det A! = det A 

c) det(a- A)=a-derA,vaeR*- (1) 
d) det (A + B) = det A + det B 

e) det (A - B) = (det A) - (det B) 


Solução 
a) F 

Hp ne uu 
dera =|; » |= 4x2 — 5x3 =8 15 7 
dr B =|, p= 2x2=1-4=03 
b) V 
co [4 3 n=|4 3. 
A Ê | = der (A) s | 
=4x2 -3x5=8- 15=-7=detAÃ 
c) F 
pot 9. |lo Sa] 4 
cia Ê 4 [a = 

4a 5a 

det (a - A) =| o a 





(40) * (2a) — (5a) - (3a) = 8a? — 1502 = —7a?. 
Como q det À = — 7a, temos que det (a - A) x a * det A. 
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d) F 
4 
A+ Bel) 


> det(A + B) = =15-35=-20 


53] 
Det A +detB=(-7+(-3)= 


— 10, logo det (A + B) x 
* derAÃ + det B. 


e) V 
“us [o 2 [ua 

A-Be |) | É | = [4 | = 

- der (A: B) = be Bl=112- 91 =21 

Como det À : detB = (—-7): (—-3) = 21, der (A - B) = 

= der A - det B. 

2. (FEI-SP) Calcular o valor de m real tal que, 
2 4 

det(A -m:-1)=0,ondeAÃ=|0 2 -llelé 
I8 3 3 


a matriz identidade de ordem 3. 
Solução 
Inicialmente calculamos a matriz À — mly: 


+ 1º 100 
-mh=|0 2 -1)-m-|0 1 0)= 
O 0 1 


> 


2 1 0 m O 0 
[82 a)-[9 0 0)- 
I8 3 5 O 0 m 
2-m l O 

| 0 2—-m — 1 
18 3 caga 
Como det (A — mly) = 
2-m 1 d) 
e 0 2-m -1 |=0 
18 3 3-m 








Aplicando a regra de Sarrus para o determinante no 1º mem- 
bro, vamos ns 


mo 
2=-m.. 
0 =0 
a 325 AS 


“oe e 

(2 -m(2-m(3-m+1 um ai + 
+0-0-3-0-(2-m)-18-3-(-)-(2-m)+ 
— ) . 0 . (3 nm m) = 

Resolvendo as operações indicadas e reduzindo os termos se- 
melhantes vamos obter: 
-m” + 7m? — 19m = 


-m=00m=0 
ou 
m —- 7m + 19=0>m£R (pois A < 0) 


Portanto, teremos det (A — ml,) = 0, com m real, se, 
e somente se, m = 0. 


3. (FAAP-SP) Resolver e discutir a equação: 





0 + -m(m? — Im + 19) = 








x a b 
a 0 cil=0 
-b -—-c 0 





Solução 
Calculando o determinante pi Dá de Sarrus, teremos: 
> se 
D = à Do et. 0 = 
s AA Ea 
o o o a o 
= —abc — abc + cx = cêx — Zabc = 0, ou seja, 
c(cx — 2ab) = 
Temos, agora, duas possibilidades: 
ec=0 


Neste caso, a equação c(cx — 2ab) = O reduz-se a 
O -(0-x — 2ab) = 0, que é satisfeita para qualquer x real. 
Seu conjunto solução é, então, S = RR. 
ecxz0 

Neste caso, c(cx — 2ab) = O nos dá cx — 2ab = 0 e, 
portanto, x = E À 


Resumindo: S = as 


m Determinante associado a uma matriz 
quadrada de ordem maior que 3: 

Para calcularmos determinantes de matrizes quadradas 
de ordem maior que 3, precisaremos de algumas definições 
preliminares que passaremos a ver na sequência desse assunto. 
No entanto, é bom deixar claro que tudo que estudaremos 
a seguir é válido para determinantes de qualquer ordem, in- 
clusive 3 e 2, que já foram estudados. 


Menor complementar 

Se À é uma matriz quadrada de ordem n 2 2,e a; é um 
de seus elementos, então o menor complementar do elemento 
a; é o determinante que se obtém retirando a linha 1 e a co- 
luna j da matriz À. 

Indicaremos o menor complementar do elemento a, por 
Mi. 


Exemplos 
2 -—-2 6 

1. Sendo À = |3 | 5|, vamos calcular o menor 
0 4 7 


complementar M,, do elemento a,. 
Como queremos M,,, retiramos a primeira linha e a pri- 
meira coluna de À: 


Br: 


À matriz que “sobra” é F d) cujo determinante 








é E q =7-20=-—13.0 valor desse determinante 
é o menor complementar M,,, do elemento a,,. Portanto 
obtemos: M,, = —13. 


2. Para a mesma matriz À do exemplo anterior, o menor com- 
plementar M»3, do elemento a»3, é obtido retirando-se a se- 
gunda linha e a terceira coluna de À: 


Ed 


os 
[67] 
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À DETERMINANTES 


9 








É 
«= 
<L 
= 
= 
[6 am 
Las 
-— 
tais 
o 
ie 


js 
01 


NO 














já 2 —2 
Então: Mas E 0 4 a 8 
2 Ww1 
E És O 10 zZ 
3. Na matriz À = o o 1 q|> temos por exem- 
O 0 0 0 
| 0 2 
5M, =|I0 1 0/=0 
O 0 0 
2 0 1 
=|11 0 = —-3 
O 1 0 





4. Na matriz À = k ) temos por exemplo: 


Ep 


Complemento algébrico ou cofator 

Como vimos, M;; é o menor complementar do elemento 
a;- O complemento algébrico (cofator) do elemento a; é o 
número (— 1) * ! - M,. 

Indica-se 0 cofator do elemento a; por A;. Então: 





Exemplos 
1. No exemplo 1 anterior, com a matriz 


2 -2 6 
A =/3 1 5, temos: 


O 47 
a o VA q [= (IP (13 = 13 


A, * —13 
2. Na matriz À do exemplo 3 anterior, vimos que o menor 


complementar do elemento a,, era M,, = O. Nesse caso, o 
cofator do elemento a,; naquela matriz é, então: 


An=(=1)!*!-My=(-12-0=0 
Ainda na mesma matriz, vimos que o menor complemen- 
tar do elemento as, era Ms, = — 3. O cofator desse elemen- 
to é, então, As, = (=1"*!-. Ma =(-IP-(-3)=3. 
Definição de determinantes 


O determinante de uma matriz quadrada de ordem n 
(n > 2) é igual à soma dos produtos dos elementos de sua 
primeira linha pelos respectivos cofatores. 








Exemplos 
3 10 1 
1.D=|4 5 2|=a Anta: Atas: Ai 
3 10 6 
2 5 2 > E 4 2 ra PE: 4 5 
ad ed a je 10 4-1) |; Aa (-1) 31 
A — a “—— e — 
| 4 | 
Tt A, &, Ay ã,) A, 










ATENÇÃO Embora a aplicação dessa definição seja vá- 
lida também para determinantes de ordem 3, nestes ca- 
sos optaremos pela utilização da regra de Sarrus, já que 
ela nos facilita o trabalho. Mas lembre-se! A regra de 
Sarrus só é válida para determinantes de ordem 3. 








3 1 4 5 
2D=|3 : 
6 7/10 
-1 4 5 
D=2:(-)'*!.| 21 5|+1-(-1)]+2 
10 
3 4.5 
3 1 5/+0:A,5+0: Ay 
6 10 








Calculando os determinantes de ordem 3, pela regra de 
Sarrus, vamos obter: 


D=2-(-1)-120+1-(-1)-90= 
= 2x120 — 1x90 = 150 
30 00 
1 4 00 4 0 0 
3.D=|7 5 5 o/=3"(-1))*!.|5 5 o|= 
27068 1 08 








=3-(-1)- 160 = 480. 
m Teorema de Laplace 


O determinante de uma matriz À, quadrada de ordem 
n(n > 2), é igual à soma dos produtos dos elementos 


de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos seus res - 
pectivos cofatores. 





ATENÇÃO O teorema de Laplace permite que usemos 
qualquer linha ou coluna da matriz para calcular seu deter- 
minante. Não é mais necessário usar apenas a primeira li- 
nha, como vínhamos fazendo. Agora poderemos escolher a 
linha ou coluna onde houver o maior número de zeros. 
Exemplos 








4 3 15 
6 0 0 2 
a à tÃ 
1. Se À o 1 3 5/> então calcularemos det A, 
1 781 
pelos elementos da segunda linha, onde há mais zeros 
sas 
fi dci 
DD E: 
1 7681] 
=6:A2,+0:A»+0: A + 2º Ay = 
3 13 
=6-(-IP*I.li 3 5|+2-(-1Pp+tt: 
7 8 1 
4 3 1 
O 1 3 
l 78 








Calculando-se os determinantes de ordem 3, obteremos: 
detA= —-6-(-142)+2-(—-44) = 852 — 88 = 764 
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2. Se A tiver uma fila onde todos os elementos, exceto um 
deles, são nulos, seu determinante é igual ao produto desse 
elemento pelo seu respectivo cofator. Assim: 


O 30 

l 4 5|=3:-A2=3:(-])!*2. 

8 10 1 

=3-(-1D):-(1- 40)= 117 
Obviamente, se todos os elementos de uma fila forem nu- 

los, o determinante será nulo. 





dis 
8 1 


Propriedades dos determinantes 


m Transpondo-se uma matriz, seu determinante não se 


altera. 
det A! = det À 


Exemplo 


| 3 —l 
A=/0 2 4/ >» det À = — 14 
O 5 3 


1 0 0 

A! = 3 2 5) => derA!=-—l4 
-1 4 3 

m Trocando-se de posição duas filas paralelas de uma 


matriz, seu determinante troca de sinal, mantendo o valor 
absoluto. 














O 3 gs afã 
O E — 6, trocando-se de posição a primeira com a 
2 1 
segunda linha vamos ter: |, 3/5 6. 
8 1 0 
O 1 O|= 8, trocando-se de posição a primeira colu- 
2 3 1 








na com a terceira coluna, vamos obter: =-8. 








O 18 
Oo 1 0 
| 3 2 
m Se duas filas paralelas de uma matriz são iguais, isto 


é, formadas por elementos respectivamente iguais, então seu 
determinante é nulo. 


Exemplos 
a bc 3 -5 5 
1/1 3 2/=0 2.12 1 2/=0 
a bc | TI] 














1º linha = 32 linha 1º coluna = 3º coluna 
8 Multiplicando-se (ou dividindo-se) uma fila qualquer 
de uma matriz por um número, seu determinante fica mul- 
tiplicado (ou dividido) por esse número. 
Exemplos ? 
3 
multiplicarmos, por o a segunda linha de À por 5, 


1. O determinante da matriz À = ! vale —2. Se 


obteremos a matriz A” = k: 


le — 10. Observe que det A*' = 5 - det À. 


2. Essa propriedade nos permite colocar em evidência, quan- 
do possível, fatores comuns a todos os elementos de uma fila. 
Acompanhe no exemplo: 


5) cujo determinante va- 


I8 6 5 6 6 5 
6 4 1/=3:|/2 4 1/=3-2 
e a 3 | 4 5 
6 3 5 “De 
diz d IWÊZ 21 
: 4% 3 | dd 3 














Primeiramente colocamos 3 em evidência, pois é fator co- 
mum a todos os elementos da primeira coluna, depois colo- 
camos 2 em evidência, por ser fator comum a todos os ele- 
mentos da segunda coluna. Essas passagens poderiam ter si- 
do feitas simultaneamente. 


OBSERVAÇÃO Note que uma matriz A fica multi- 
plicada por um número real a, se todos os seus elemen- 
tos forem multiplicados por a. Agora, um determinan- 
te D de uma matriz ficará multiplicado por um número 
a, se multiplicarmos apenas uma de suas filas por es- 
se número q. 











a Multiplicando-se uma matriz À, quadrada, de ordem 
n, por um número a, obtemos a matriz a : À, cujo determi- 
nante é igual ao determinante de À multiplicado por a”. 


det(a- A)= a” - det À 


Observe que essa propriedade é obtida por aplicação da 
propriedade anterior, n vezes, já que ao multiplicar a matriz 
À pelo número a, multiplicamos suas n linhas por a. 
Exemplo 


Se À = | a à então det À = 1. Multiplicando-se a 


15 

12 

determinante vale 9. Observe então que, det (3A) = 3? - 
det À. 


, CUjo 





matriz À, por 3, obteremos a matriz 3À = | E 


m Se duas filas paralelas de uma matriz são proporcio- 
nais, então seu determinante é nulo. 





Exemplos 

1. E = O (a segunda linha é o triplo da primeira) 
1 2 5 

2./8 7 6 | = 0 (a terceira linha é o dobro da primeira) 
2 4 10 





m Se uma fila de uma matriz é formada.pela soma de 
duas parcelas, então seu determinante é igual à soma de ou- 
tros dois determinantes: o primeiro formado pelas primei- 
ras parcelas e o segundo formado pelas segundas parcelas, 
permanecendo inalteradas as demais filas. 


Exemplos 
a+b e a e b e 
Llosa elle eltla E 




















ATENÇÃO Para o fato de estarmos somando determinan- 
tes € não matrizes. 

+) 142 4%3 
2.1 0 3 l 


2 1 4 3 25 
=/0 3 1/|+/0 3 1 
8 5 4 8 5 4 8 5 4 


| DETERMINANTES 
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Teorema de Jacobi 





Um determinante não se altera quando se soma a uma 
de suas filas uma outra fila paralela, previamente multi- 
plicada por uma constante. 






Esse teorema, combinado com o teorema de Laplace, nos 
permite simplificar o cálculo de determinantes. Podemos, 
através dele, obter zeros numa determinada fila da matriz, 
sem alterar o seu determinante. Acompanhe os exemplos: 


| & 11 1 0 11 
4 53 1 4-3 3 1 
vs DFPIIL 1? 
1210 1 0 10 


Nessa primeira passagem, multiplicamos a primeira co- 
luna por — 2 e somamos o resultado à segunda coluna. Com 
isso, conseguimos obter um zero na posição a,,, sem alte- 
rar o determinante. Continuando teremos: 


1 0 11 10 01 
4-3 3 1 fageol 1 
D=|/ 17 0/=l|1 160 
10 10 10 00 


Numa segunda passagem, multiplicamos a 1? coluna por 
(— 1) e somamos à terceira coluna. 

Podemos agora aplicar o teorema de Laplace na quarta 
linha do determinante: 


| 
D=1-(-1)t*1. l|= —17 
0 


OBSERVAÇÃO Para resolver o determinante de ter- 


ceira ordem poderíamos optar entre aplicar de novo o teo- 
rema de Laplace na 1º linha ou aplicar a regra de Sarrus. 





: 41] ] O 0 0 
24 6 7 2 2 45 
2D=|5 3 2 0|=| 5 -2 -3 -5 
4782 4 O 


Multiplicamos a primeira coluna por (— 1) e somamos 
sucessivamente à segunda, terceira e quarta coluna respecti- 
vamente. Agora pelo teorema de Laplace aplicado na 1º li- 


nha vem: 
2 4.5 
D=1:(-I])It!.|-2 -3 -5|=—19 
3 4 -2 








EXERCÍCIOS 


1. Calcular os seguintes determinantes: 














12 3/4 
3 2/10 10 
lis 4 8 3 
2 6 5 8 
3 4 3 12 4 
b|2 1 0|+|6 5 7 
0 00 3 6 12 
Solução 


a) Multiplicamos a primeira coluna sucessivamente por 
(— 2), (— 3) e (— 4) e somamos à segunda, terceira e quarta 
coluna respectivamente, obtendo: 


| 2 3 4 ] 0 0 0 

3 2 10 10 3 —4 ] — 2 

Dela ra 3/"|5 =& «7 «pm 

2 6 5 8 2 2 —l 0 

Agora aplicamos o teorema de Laplace na primeira linha: 

—4 l - 2 
D=1-(-)'*t1.)-3 —7 -17 
2 —l 0 








Resolvendo por Sarrus ou tornando a aplicar o teorema 
de Laplace, vamos obter: D = 0. 














3 4 3 12 4 
b|2 1 o0|+|6 5 7l|=0 
3 6 12 


O 0 0 
A, 


=0 =0 
(linha nula) (3º linha = 3x1? linha) 


2. Calcular o determinante das seguintes matrizes: 


Jin p a 


q r $ as 

4 0 0 5” DJ z 
b|2 3 Olg|0 2 4 

» 35 O 03 


Matrizes como essas, em que de um “lado” da diagonal 
principal todos os elementos são iguais a zero, chamam-se 
matrizes triangulares. O determinante dessas matrizes é igual 
ao produto dos elementos da diagonal principal. 

Solução 
d] 0 0 
m a 0 








q r S 
4 00 

b|2 3 0|=4x3x5 = 60 
125 
5 32 

Jlo 2 4|=5x2x3= 30 
0 0 3 








Determinante do 
produto de matrizes 


Se A e B são matrizes quadradas de mesma ordem, 
então det (A - B) = (det A) - (det B). 


Esse importante resultado é conhecido como teorema 
de Binet. 


Determinante da inversa 
de uma matriz 


O determinante da matriz inversa de uma matriz quadrada 
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A é igual ao inverso do determinante de A. 


det AT! = 


dos À (det À = 0) 


Essa propriedade na verdade é uma consegiiência do teo- 
rema de Binet. Temos que: se À é inversível e A”! é sua 
inversa, então À - AT! = 1. Assim teremos: 
det (A - AT!) = det I, = (det A) - (det A”!) =-det 1, 
mas det 1, = 1, logo se'det À x 0, obtemos: 

a asia 
det À FEI X 

De fato, a condição necessária e suficiente para que uma 

matriz seja inversível é que seu determinante seja diferente 


de zero. 
Importante! 


A é inversível & det À * 0 


EXERCÍCIOS 


1.Se Ae B são matrizes quadradas de ordem 3, tais que 
det A = 2e det B = 5, calcule: 


a) det (A - B) c) det (A! - B?) 
b) det (A?) d) det (A!) 
Solução 


a) det (A - B) = (det A) - (det B) = 2x5 = 10 

b) det (A?) = dei (A - A)=(detA )-(derA)= 
=(derAf=2"=4 

c) der (A! - B?) = (det A! - (det B?) = (det A) - (det BJ” = 
=2x5? = 250 

-=h = ] = ade 
Lad de dado 7 
2. Se A é uma matriz quadrada de ordem 3 tal que det A = 3 


| 4 2 
eB=|0 3 1], calcule: 
5 





0 3 

a) det (À - B) c) det (B”!) 
b) der (AT!) d) det (24) 
Solução 


Inicialmente teremos: 








| 4 2 
der B=|0 3 1/=4 (regrade Sarrus) 
+ 


a) der (A - B) = (det A) - (det B) = 3x4 = 12 





b) der (A!) = = = 





det B 
d) det (2A) = 22 - det A = 
dade dos determinantes) 


3. Diz-se qué uma matriz A quadrada, de ordem n, é uma 
matriz ortogonal, quando sua inversa é igual à sua transpos- 
ta. Mostre que, se uma matriz À é ortogonal, então 
det A = + 1. 
Solução 

À definição de matriz ortogonal nos diz que: 
A é ortogonal & AT! = A! 


Es 
3 
c) der (B-!) = — -— 
8 x 


3 = 24 (reveja a 5º proprie- 


Aplicando determinantes a ambos os membros da igual- 
dade A”! = A!, obteremos: det (A! ) = der (A!. 


= = ] bh = 
Como det (A”') rd det (A') = det À 
l 


det A = det À ou (det A = |, obtendo-se fi- 
nalmente, det À = t1. 








Então: 


4. Determine os valores de a para que a matriz 


a 1 0 
A=|3 2 al,seja inversível. 
O 1 a 
Solução 
Para que a matriz À seja inversível devemos ter como con- 
dição necessária e suficiente que det À = 0. Logo: 








a 1 0 
drA=|3 2 al=a?- 3a (regra de Sarrus) 
O 1 a 
axo 
Portanto;a? - 3a E 0 >! 
a*oa 


Determinantes de Vandermonde 


Os determinantes do tipo 








| 1 l 
pa l 
[5 [EEE | E a | ee sã 
tri rod 


chamados determinantes de Vandermonde. Note que cada 
coluna é uma progressão geométrica, com o primeiro termo, 
igual a 1. 

Os elementos da segunda linha do determinante são cha- 
mados elementos característicos e o determinante de Van- 
dermonde será obtido efetuando-se o produto de todas as di- 
ferenças possíveis entre os elementos característicos, respei- 
tando-se a condição: cada elemento, a partir do segundo, 
menos todos os seus antecessores. Acompanhe nos exem- 
plos: 


La 
ajl2 3 s5j|= 
4 9 25 








=(3-29:(5-2-(5-3)=1x3x2=6 


] o 
b) | [3 5 42 
9 25 16 4/5 
27 125 64 8 
=(5-3)-(4-3)-(4-5):(2-3):(2—5)-(2— 4)= 
= 2xIx(—1)x(— 1)x(—3)x(— 2) = 12 














| 2 4 | 114 
dli 5 25|= = 
13 9] |4 259 


=(5-) 0-)"0-5= -6 


Nesse último exemplo, primeiro fizemos a transposição, 
lembrando que det À = det A' e na sequência aplicamos 
Vandermonde. 


l DETERMINANTES 
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SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


é VR 
62] 
9) 


1. Resolver a equação: 
1 1 1 


| 2 3 x 
14 9 x =0 
18 27 * 


Solução 
Chamando-se de V o determinante de Vandermonde no 


1º membro, obtemos: V = (2 — 1)* (3 — De(3-2: 
(z- Dex-D(x-3)=2:(x-1D(x— 2º 
«(x — 3). 

Agora: 
V=002-(x-D)-(x-.):(x—-3)=06 

x-l=098x=1 

ou 
elx -2=00x=2 

ou 

x-3=00x=3 


Então: S = (1, 2, 3). 








2. Calcular: 
] ] ] 
V= log 2 log 20 log 200 
(log 2? (log 202 (log 200) 

Solução 

O determinante V é um determinante de Vandermonde, 
portanto: 
V = (log 20 — log 2) (log 200 — log 2) (log 200 — log 20) 


V = log 2) log 2 l 


V = (log 10) (log 100) (log 10) 
V=Ix2x] =2 


06 20 ; 


SISTEMAS DE 


EQUAÇÕES LINEARES 





Para classificarmos e resolvermos sistemas de equações 
lineares, utilizaremos a teoria de matrizes e determinantes 
que acabamos de estudar. 


Equação linear a n incógnitas 
Uma equação com n incógnitas (x,, X2, X3, ... x,) é cha- 
mada de linear quando for do tipo: 


ax, tax; +... taxçãb 


Os números reais a,, à», ... a, são chamados coeficientes 
da equação e o número b é o termo independente dessa 
equação. 

Observe que, numa equação linear, todas as incógnitas 
têm expoente igual a 1. Assim, por exemplo, são lineares as 
equações: 


3x, + 2x) + x3=0 e x-—-2y+32=4 


Não são lineares as equações: 
3x2 + 2x, + 5Vx3 = 1 e x-2y +47) =] 


Sistema linear de m equações a n incógnitas 
Um sistema de m equações a n incógnitas (xy, X2, ... x,) 
é linear quando suas m equações são todas lineares. 
Exemplo 
3x —- 2y + 2z2=0 
x+ y=1 é um sistema linear 
4y — 3z = 2 


Solução de um sistema linear 
A solução de um sistema de equações lineares é um con- 
junto ordenado de números (sj; S2; 83; «..; Sn) tal que, se fi- 
zermos x, = Sj, X2 = S2,...,Xn = Sp teremos todas as equa- 
ções do sistema satisfeitas. 
Exemplos 
- 2y=0 
1. No sistema e + ày = 18 
o par ordenado (4; 2) onde x = 4 e y = 2, satisfaz a ambas 
as equações do sistema. Veja: 
4-2x2=0 
3x4 + 2x2 = 16 
Além disso, essa é a única solução para o sistema. O con- 
junto solução será S = [(4; 2)). 


x+t y-32=0 
2. No sistema 2y + 42 =8 
x-— z=0 


temos o terno ordenado (x, y, Z) = (1, 2, 1) como solução. 
Observe que: 


Classificação de um sistema linear 

Um sistema linear é chamado de possível ou compati- 
vel, quando admite pelo menos uma solução. Em caso 
contrário, isto é, quando não admitir solução alguma, 
será impossível ou incompatível. 

Caso um sistema seja possível, podem ocorrer duas si- 
tuações: o sistema pode ser possível e determinado ou pos- 
sível e indeterminado. Na primeira situação, o sistema tem 
uma única solução e, na segunda situação, infinitas soluções. 
Exemplos 
1. O sistema [ax 4 da dé 
é possível e determinado. Sua única solução, como já vimos, 
é o par ordenado (4; 2). 

x-—- 2y=0 

2. O sistema [a -6=0 
é possível e indeterminado. Observe que a segunda equação 
é igual à primeira multiplicada por 3. Na verdade, o sistema 
é equivalente à única equação: x — 2y = 0. Essa equação 
nos dá x = 2y; fazendo, então, a incógnita y assumir valores 
arbitrários, obtemos uma infinidade de pares (x; y), satisfa- 
zendo o sistema. Por exemplo, alguns desses pares seriam: 
(0; 0) (nesse caso fizemos y = 0); (2; 1) (fizemos y = 1) ete. 
E costume mudar o nome da incógnita que passamos para 
o segundo membro, para uma letra grega. Fazendo então 
y = q, obtemos x = 2y = 2a. As soluções do sistema são, 
então, todos os pares ordenados (x; y) = (2a; a), onde 
: E p) O conjunto solução é portanto S = [(2a; 0), 


Scanned by CamScanner 





3. O sistema ja E % E p 

é impossível, pois a segunda equação é incompatível com a 
primeira. Nenhum par ordenado (x; y) irá satisfazer a am- 
bas as equações simultaneamente. Portanto S = 2. 


Resumindo: 
e sistema possível e determinado: uma única solução; 
e sistema possível e indeterminado: infinitas soluções. 


m Sistemas lineares de n equações a n in- 


cógnitas 
Consideremos um sistema linear de n equações a n in- 


cógnitas, como O seguinte: 


ajX, + ak +. + ajnXo = bi 
az)X1 + do2X2 + e + AonXn = bo 


aniXi + An2X2 +... + Annkn = Da 


Para esse sistema, definimos: 
e determinante do sistema; 


aj dz  di3 din 

d2)  d22  d23 d2n 
D = : 

dn] àn2 àn3 ânn 


dj2 din 

d>2 d2n 
Da e , 

dn2 ... ânn 


Observe: D, foi obtido substituindo-se a primeira colu- 
na do determinante D, que é a coluna dos coeficientes de 
x, pelos termos independentes by, ba, ...; Dn. 

Analogamente, definimos: 
determinante relativo à incógnita xa; 


dj ui dijn 

d21 e d2n 
De» = 

ânl ... dnn 





dj diz 
do)  d22 
Don = 
dni àn 
Exemplo 
No sistema dx + 2y =D temos: 
4x -—- y=1? 
=|. 2 0 2 3 0 
D= |; 4) De k -1 Dy=|á | 





m Regra de Cramer 


ATENÇÃO Quando D x 0, o sistema é possível e 
determinado, isto é, admite uma única solução. 


O valor de cada incógnita, nesse caso, pode ser obtido 
pela chamada regra de Cramer: 
O valor da incógnita x, i = 1, 2, 3, ..., n é igual à fração 


Ds; 
PD” onde D,; é o determinante relativo à incógnita x, e D 


é o determinante do sistema. 
Assim temos: 


Exemplo 


Tr rIe 
No sistema ( x —- y — 22 = —7 , temos: 
2x —- 2y +28] 1 


= —10 








2 -2 ] 
Como D x 0, o sistema terá uma única solução, que se- 
rá obtida aplicando-se a regra de Cramer: 




















6 ] ] 
D.=|-7 -1 -2/=-10, 

| —2 ] 

] 6 l 
D,=|l1 —-7 -2/=-20, 

2 | ] 

] l 6 
D=|1I -1 -7|=-% 

2 —2 l 
Pela regra de Cramer, obtemos: 
ER A PRP mi 
Décio ?! D -io É 
= De 4 = 43 
“CD = 


O terno ordenado (1; 2; 3) é a solução do sistema. 


1. (FÚVEST- SP) Resolver, aplicando a regra de Cramer, 
o seguinte sistema: 


x+ y=1 
-—2x + 3y — 3z = 2 

x+ z=1 
Solução 


O sistema dado escreve-se como se segue: 


x+ty+0:z=1 
-2x+3y-—-32=2 
g+0"yt27=1 


Temos, então: 








11 0 
D=|-2 3 -3|=2; 
1 0 ] 

1 1 0 
D=|2 3 -3|v =4 
1 0 ] 











É SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


pa 
U1 
hm] 
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À SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


Co 














Lo 1 0 
D, = |-2 2 —-3/=4. 
1 4 1d 
| 1/1 
D,=|-2 3 2/=4 
1 0 1 
Pela regra de Cramer, obtemos: 
De -2 4 
en MD 2 e 


Portanto: S = [(— 1; 2; 3)). 
2. Resolver a equação matricial: 


Ei io 


Solução = | 
Vamos verificar que a equação matricial é equivalente a 
um sistema de equações. Efetuando-se o produto de matri- 


zes no primeiro membro vamos obter: 


2 > 4 x ] 
O 2 -1||yl|=|]0 
1 0 ] z | 
2x + 3y + dz l 2x + 3y + 42=1 
2y -z2/=/0 | <= 2y -z=0 
] 
Resolver a equação matricial inicial é, então, equivalente 
a resolver o sistema linear obtido. Para esse sistema, temos: 








x+2z xtz=1 














= 4 1 3 4 
D=|0 2 -1|=-7; D,=|0 2 -1l|=-9 
1 0 1 1 0 | 
Pela regra de Cramer, temos: 

BR A 
D 7 


Esse valor de x, substituído na equação JII do sistema, 


|— 
. 


2 ur 
-— Substituindo em II, temos y = — 


A solução da equação matricial é, então, a matriz: 


9/7 
=| —117 
— 217 


nos dá z = 
x 
y 
z 
Discussão de um sistema linear 

Vimos que um sistema linear de n equações a n incógni- 
tas com determinante D não nulo, é possível e determinado, 
isto é, tem solução única que pode ser obtida pela regra de 
Cramer. 

Quando o determinante D for nulo, o sistema poderá ser 

possível e indeterminado, ou impossível. Guarde os seguin- 
tes resultados: 
e se o determinante D do sistema for nulo e todos os deter- 
minantes relativos a todas as incógnitas o forem também, en- 
tão o sistema será possível e indeterminado, isto é, admitirá 
infinitas soluções; 





D=0€eD,=Dy-=-.. 
sível e indeterminado. 


= Dun = 0 o sistema é pos- 





e se o determinante D for nulo e pelo menos um dos deter- 
minantes relativos às incógnitas não for nulo, então o siste- 
ma é impossível. 


D=0c(D, é 00uD, = 0ou.. D,, = 0)o siste- 
ma é impossível. 


Exemplos 
a = 
1. No sistema E 4 E E - 
Como D x 0, o sistema é possível e determinado. 


+ , = 
2. No sistema f- rd a temos que D =| à : =0 


se | 
temos D=|2 4 |=2 


l 2 o 
2 2|-0eD, =|) E ae ines pus 





D, = 


possível e indeterminado (D = D, = D, = 0) 
3x +2y=1 3 


3. No sistema fé + 47 = temos Dm | é 2|=0e 


2 
D,=|! AE — 6. Como D = 0e D, = 0, sistema é 


impossível. 


Observe que não é necessário o cálculo de Dy; faríamos esse 
cálculo apenas se tivesse ocorrido D = 0 e D, = 0. 


EXERCÍCIOS 


1. Classificar o sistema a seguir, quanto ao número de so- 
luções: 














x-—-3y+2z2=1 
2x+ y- z=0 
5x —- By +52=3 
Solução 
Temos: 
| -3 2 | -3 2 
D =|2 1 -1/=0, D, =10 | -—1/=0 
5 -8 5 3 -8 5 
1 1 2 1 -3 1 
D,=|2 0 -1/=0, D,=|2 1 0/=0 
5 3 5 5 -8 3 














Como D = D, = D, = D, = 0, o sistema é possível e 
indeterminado. 
2. Classificar o sistema a seguir quanto ao número de so- 





luções: 
x-y=2 
paris 
5x —- 2Qy + 2z=1 
Solução 
Temos: 
| -1 0 2 -1 0 
D=|3 O 1/=0 e D,=|0 Oo 1/]=5 
5 -2 1 | -2 1 











Como D = 0e D, = 0, concluímos que o sistema é im- 
possível (observe que não foi necessário calcular D, € D, 
pois ocorreu D, x 0). 


3. Determine k E RR para que o sistema 


x+ ytkz=2 
3x + 4y + 22 =k 
2x +3y- z=1 


seja possível e indeterminado. 
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Solução 
O sistema será possível e indeterminado se tivermos 


D =D, =D, = D, = 0. Calculando-se esses determinan- 
tes, obtemos: 




















11 k 
D=|3 4 Z2|l=k-3, 
2 3 -1 
2/1 k 
D.=|k 4 2 |=3k — 3k — 18, 
1 3 —- 
1 2 
D,=|3 k  2/=-2k+2k+ 12, 
2 1 -1 
L 1 2 
D,=|3 4 k|=3-«k 
2 3 1 








Ocorre, então, D= 00 k-3=065k=3. 

Para k = 3, verificamos que: D, = 3x3? — 3x3 — 18 = 
-0,D,= —2x3? +2x3+12=0eD, =3-3=0. 
Portanto, para k = 3, temos D = D, = D, =D,=0€e 
o sistema será possível e indeterminado. Â resposta é por- 
tanto k = 3. 


4. Determinar k E RR para que o sistema: 


kx—- y=1 
2x +y=0" seja impossível. 
olução 


Para que o sistema seja impossível devemos ter D = O 
e D, ou D, diferente de zero. 





Verificamos, inicialmente, que D, = 0 E | |- 1x0. 


Impondo, então, D = 0, obtemos: 
É Ilsgek+2=00k=-2 


9. Discutir em função do número real a, o sistema nas in- 
cógnitas x, y: 





t+] 
3x + ay =0 
Solução 
, =|] |- 
=|) a =a-6,D,=|) q 17» 
ale La 
D, = 3 0 = -3, 








Teremos então: 

ese D * 0, o que equivale a a — 6 x 0 e, portanto 
a X 6, O sistema será possível e determinado; 

ese D = 0, que equivale a a = 6, obtemos D, = 6 e 
= —5 (D, não depende de a). Temos, então, nesse ca- 
so, D=0e D, = O (assim como D, * 0). 

Resumindo temos: 

para a % 6, o sistema é possível e determinado 

Emo a = 6, o sistema é impossível 


6. Discutir, em função do número real m, o sistema: 


x—32=-3 
2x +my —- z= —2 
x+2y+mz=1 








Solução 
1 0 -3 

D=|2 m -lI|l=ml+3m- 10 
| 2 m 














-3 0 —3 
D,.=|-2 m -1l|=-3m + 3m + 6 
| 2 m 
| -3 —3 
D, =|2 -2 -—-|l|l=4m-8 
| | m 
| O -3 
D,=|2 m -2|=4m-8 
| 2 l 








Calculamos agora os valores de m que anulam o determi- 
nante D. 


D=00m?+3m-10=00m=-5 o m=2 


Obtemos a primeira conclusão importante: 
sem é -5Sem * 2,entãoD =X 0co sistema é possível 
e determinado. 
Resta saber o que acontece nos dois casos em que D = 0. 
Param = —5, obtemos D, = — 84. Como D, = 0 e 
D = 0 o sistema será impossível. 
Para m = 2, obtemos: D, = 0,D, =0e D, = 0€e co 
mo D = 0, o sistema será possível o "indeterminado. 
Resumindo temos: 
mé -Sem é 2 = sistema possível e determinado 
m = 2 > sistema possível e indeterminado 
m = —5 = sistema impossível 


Sistemas lineares homogêneos 


Um sistema linear é homogêneo quando os termos inde- 
pendentes de todas as suas equações são nulos. Tal tipo de 
sistema, que é um caso particular do que estudamos até ago- 
ra, tem então o seguinte aspecto: 


djX + djzXo To... Tan = 
a21X| + do2X2 TF... + dono = 


aAnjXj + aoX> TF... + AgnXn = 


Às propriedades importantes de um sistema linear homo- 
gêneo são as seguintes: 
e todo sistema linear homogêneo é sempre possível, admite 
pelo menos a solução (x,, x», ..., Xn) = (0, 0, ..., 0), chama- 
da solução trivial ou nula; 
* em todo sistema linear homogêneo ocorre D,, = D,, = 
E Da 
º se o determinante de um sistema linear homogêneo for di- 
ferente de zero, então a única solução do sistema será a solu- 
ção trivial; 
º para que um sistema linear homogêneo de n equações a 
n incógnitas admita soluções não triviais (além da solução 
trivial) é necessário e suficiente que seu determinante seja 
nulo (pois, quando D = 0, o sistema é indeterminado). 


EXERCÍCIOS 


x+2y- 32=0 

1. Verifique se o sistema (2x + 5y + 2z = O , admite so- 
3x — y-— dz= 0 

luções não triviais. 
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| SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


pa 
[67] 
to, 








e 





Solução 
l 2 —3 
Temos: D =| 2 5 2|=61 x 0, portanto o 
3 -l —4 





sistema é determinado, apresentando apenas a solução tri- 
vial (0, 0, 0). 
2. Determine À para que o sistema: 


Ax - v=0 
x +v+Az=o0,admita soluções não nulas. 


2y +tz=0 
Solução 
O sistema terá soluções não nulas se, e somente se: 
A =] Db 
D=0e|1 1 A=0022-)4-1=0 
O 2 1d 








Resolvendo à equação do segundo grau vamos obter: 


mi ssa - 
A=-5 A l. 


3. A equação matricial | : À l E = [E admite 
solução N Es | 1, Determine à. 
Solução 


Inicialmente, transformamos a equação matricial no sis- 
tema linear equivalente. Acompanhe: 


2 3] [x].|x|o[2X+3] [AX] 
1 4 vi I|y x+4y| I|Ay 
2x+3y=Ax (2x-)x+3y=0 ((2-))x+3y=0 
x+4y=Ayº | x+4y-)Ay=0 | x+(4-))y=0 
A conclusão é a seguinte: a equação matricial do início 
: E: 0 
admite solução ; * | se, € somente se, o sistema 
obtido admitir solução (x; y) =< (0; 0), isto é, solução não tri- 
vial. Isso ocorre quando: 
2-À 3 
1 4-À 
Desenvolvendo o determinante, temos: 
(2-)) (4-1) - 3=0 
2-6, +5=00A=louÃ=s. 


=0 








ANÁLISE 


COMBINATÓRIA 





A Análise Combinatória é a parte da Matemática que vi- 
sa desenvolver métodos de raciocínio que nos permitam es- 
tabelecer fórmulas para calcular o número de determinados 
agrupamentos, formados com os elementos de um dado con- 
junto. 

A origem desse assunto está ligada ao estudo dos jogos 
de azar, tais como: lançamento de dados, jogos de carta etc. 
Atualmente, você também pode perceber a utilização da Aná- 
lise Combinatória nas estimativas de acerto em jogos popu- 
lares tais como: loteria esportiva, loto, loteria federal etc., 

além de aplicações mais específicas, como confecções de ho- 
rários, de planos de produção, de número de placas de auto- 


móveis etc. 


Fatorial 
Introduziremos inicialmente o conceito de fatorial que 
será de grande utilidade nos exercícios de Análise Combi. 
natória. 
Definição: 
nl=nº(n-D-(n-2)- 
E Nen>Il 








-3:2-1paran 





O símbolo n! lê-se fatorial de n ou n fatorial. 

Exemplos 

1.2! = 2x1 =2 

2.4! = 4x3x2x1] = 24 

3.7! = 7x6x5x4x3x2x1] = 5040 
Definimos: 


OBSERVAÇÃO 


ntenc(n =! J(n>)) 


Exemplos 
1.6! = 6x5! 
2.9! = 9x8! 


EXERCÍCIOS 


1. Simplificar as expressões: 








Fr. 8! 20! x 81x 3! 
sr O ge 6 O gx 191 x! 
Solução 

To IX 
cg =! 

RE. BXIXH 

8x6! 8x4 
o) 20!x8!x3!  20xjgx8xAxAM — 20x8 40 

41x 19!x7! 4xH x AxA 4 
2. Simplificar as expressões: 

+ 2)! ! 
a A + 2) b) (2n) 
n! (2n — 2)! 
Solução 


a (EE. (n+2)-(n+1)-x! =(n+2)-(n+1) 


(2n)!  (Qn)-(2n-— D)-Qu 2 on 
0) (on — 2) * No am da 


3. Resolver as equações (n E R): 

a) (2n — 1)! = 24 

b) (n+ 1)!=20-(n-— 1)! 
(n+ 1! —n! 

(n — 1)! 

Solução 

a) Lembrando que 4! = 24, podemos escrever: 5 

Qn-N=doZNn-l=402nN=5en=+ 


Portanto: S = [>| 


b(n+1)!=20-(n- 1)! 
(n+D)-n(o-Bt=20-(p>Btren+n=206 
en+n-20=0 

Resolvendo a equação do segundo grau obtemos n = 4 ou 
n= —S(n = —5 não convém). Portanto S = (4). 


= 7n 
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OBSERVAÇÃO No exercício anterior pudemos cor- 


tar o fator (n — 1)! na resolução da equação, pois esse 
fator necessariamente é diferente de zero. 


(n+ 1)! -—n! 


9 a-o 
G+Donn= nm 
= 


Colocando-se (n — 1)! fatorial em evidência no numerador 
da fração vamos encontrar: 


=mNen -7]Mhn=0 


Resolvendo a equação do segundo grau teremos: n = 7 ou 
n = 0;(n = O não convém). Portanto S = (7). 


4. Determinar x E RR, tal que: 50 < (2x + 1)! < 500 
Solução 

Como (2x + 1)! deve estar compreendido entre 50 e 500, 
devemos ter: (2x + 1)! = 5! (pois 5! = 120). Logo 2x + 
+ 1=5e0x=2. PornantoS = [2). 


Princípio Multiplicativo 

Nesse princípio irá basear-se toda a seqiiência da Análise 
Combinatória. Vamos apresentar alguns exemplos iniciais 
antes de formular o enunciado do Princípio Multiplicativo. 
Exemplos: 

1. Um rapaz possui cinco camisas e duas calças. De quantos 
modos diferentes ele poderá se vestir? 

A escolha de uma calça poderá ser feita de duas maneiras 
diferentes. Escolhida a primeira calça, o rapaz poderá esco- 
lher qualquer uma das cinco camisas, formando portanto cin- 
co conjuntos diferentes. Se tivesse escolhido a segunda cal- 
ça, novamente poderia combinar essa calça com as cinco ca- 
misas que possui, formando outros cinco conjuntos diferen- 
tes. Portanto o número total de maneiras diferentes de se 
vestir nesse caso será: 2x5 = 10. 

Poderíamos esquematizar o problema desse modo: 

º escolha de uma calça: 2 possibilidades diferentes 
º escolha de uma camisa: 5 possibilidades diferentes 

Total: 2x5 = 10 
2. Quantos números de dois algarismos podemos formar com 
os algarismos de 1 a 9? 

* escolha de um algarismo para a casa das dezenas: 9 possi- 
bilidades 
* escolha de um algarismo para a casa das unidades: 9 possi- 
bilidades 

Total: 9x9 = 81 

Podemos portanto formar 81 números de dois algarismos 
com os algarismos de 1 a 9. 

3. Num grupo de 5 rapazes e 4 moças, de quantos modos 

distintos podem ser escolhidos um rapaz para presidente e 

uma moça para secretária de grêmio estudantil? 

* escolha de um rapaz para presidente: 5 possibilidades 

* escolha de uma moça para secretária: 4 possibilidades 
Total: 5x4 = 20 










Enunciado do Princípio Multiplicativo Se tivermos 
dois acontecimentos, A e B, sendo que a ocorrência de 
um deles independe da ocorrência do outro, À aconte- 
cendo de m maneiras diferentes e B de n maneiras dife- 
rentes, o total de possibilidades da ocorrência de À se- 
guida da ocorrência de B, será mXn. 





EXERCÍCIOS 


1. Quantos números de dois algarismos podem ser forma- 
dos no sistema de numeração decimal? 
Solução 
e escolha de um algarismo para a casa das dezenas: 9 possi- 
bilidades (o zero não pode ocupar essa posição); 
e escolha de um algarismo para a casa das unidades: 10 pos- 
sibilidades. 

Total: 9x 10 = 90 


2. Quantos números pares de dois algarismos podem ser for- 
mados com os algarismos de 1 a 9? 
a) podendo ocorrer a repetição de algarismos. 
b) sem ocorrer a repetição de algarismos. 
Solução 
a) * escolha de um algarismo para a casa das unidades: 4 pos- 
sibilidades (o número deve terminar em 2, 4, 6 ou 8, para 
ser par); 
e escolha de um algarismo para a casa das dezenas: 9 possi- 
bilidades. 

Total: 9x4 = 36 
b) * escolha de um algarismo para a casa das unidades: 4 
possibilidades (2, 4, 6, 8) 
e escolha de um algarismo para a casa das dezenas: 8 possi- 
bilidades, já que do total de 9 algarismos que podem ser es- 
colhidos não podemos utilizar aquele que estiver ocupando 
a casa das unidades, para que não haja repetição. 

Total: 8x4 = 32 


3. Quantos são os divisores do número 72? 

Solução 

Cada divisor de 72 é da forma 2* - 3º (pois 72 = 2? - 32, 

onde x € [0,1,2,3] ey E (0, 1, 2). 

e escolha de um valor para x: 4 possibilidades (0, 1, 2, 3) 

e escolha de um valor par y: 3 possibilidades (0, 1, 2) 
Total: 4x3 = 12 divisores 


OBSERVAÇÃO O Princípio Multiplicativo pode ser ge- 
neralizado para mais de dois eventos. Acompanhe os exerci- 
cios resolvidos a seguir. 


4. No sistema decimal, quantos são os números de três al- 
garismos distintos que podemos formar? 
Solução 
e escolha de um algarismo para a casa das centenas: 9 possi- 
bilidades (pois o zero não pode ocupar essa posição); 
e escolha de um algarismo para a casa das dezenas: 9 possi- 
bilidades, pois embora o zero possa ocupar essa posição, não 
podemos repetir o algarismo que se encontra na casa das 
centenas. 
e escolha de um algarismo para a casa das unidades: 8 possi- 
bilidades já que não podemos repetir o algarismo das cente- 
nas e nem o das dezenas. 

Total: 9x9x8 = 648 
9. Quantos são os resultados possíveis para um teste da lo- 
teria esportiva com 16 jogos? 
Solução 
Para cada um dos 16 jogos, temos três resultados possíveis 
(coluna 1, coluna do meio e coluna 2). Pelo Princípio Mul- 
tiplicativo teremos que o total de resultados possíveis será: 


Loto | [Jogo 2] | Jogo 3| medo |Jogo 16] 
C| € 2 


Cy Cm €2 €C| Cm €C2 €| Cm GG 


m € 
3 possibilidades| |3 possibilidades| ..... 3 possibilidades 
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T = 3x3x3x...x3 = 316 = 43046721 resultados dis- 
tintos. 

Faça esse problema para um teste da loteria esportiva com 
13 jogos. Compare os resultados e analise o que representou 
o aumento de três jogos em cada teste para o total de resul- 
tados possíveis. 


Arranjos simples 

Seja o conjunto À = (1, 2, 3). Quantos números com 2 
algarismos distintos podemos formar com os elementos de À? 

Teremos como resposta do problema os seguintes núme- 
ros: 12, 13, 21, 23, 31 e 32. Cada número obtido será cha- 
mado de agrupamento. Note, então, que obtivemos 6 agru- 
pamentos distintos. 

A ordem dos elementos que formam cada agrupamento 
é considerada, isto é, os agrupamentos 12 e 21, por exem- 
plo, são diferentes embora formados pelos mesmos elemen- 
tos (os algarismos 1 e 2). Tais agrupamentos, formados por 
elementos distintos e cuja ordem é levada em conta, chamam- 
se Arranjos Simples. 


ATENÇÃO Arranjos 


tos; a ordem dos elementos é 


não há repetição de elemen- 
considerada. 


Simples 





Cálculo do número de Arranjos Simples sendo n o 
número de elementos de um conjunto À, o número de ar- 
ranjos simples de n elementos tomados p a p será dado por: 


n! 
(n — p)! 


Anp 


An, p: lê-se aranjo de n elementos tomados p a p 
Exemplo 

Quantos números de três algarismos distintos podemos 
formar com os elementos do conjunto (1, 2, 3, 4, 5)? 

Nesse caso n = 5, que indica o total de elementos que 
temos para usar, é p = 3 que é a forma segundo a qual os 
elementos vão ser associados, já que o problema pede nú- 
meros de três algarismos. Aplicando a fórmula vamos obter: 


..51º ( 5x4x3x2! o 


Portanto, poderemos formar 60 números com três alga- 
rismos distintos. 


EXERCÍCIOS 


Aço -— À 
1. Calcular: Sie tal 


As, 
Solução 
Calculando cada um dos arranjos que aparecem na ex- 
pressão vamos ter: 


61 6x5x4! 








A62 = 7 — ml T = 6x5 = 30 

Asi E a ET dE 

As» = (5 ao E ao didi 
Voltando à fração incial: a o = = ET 


2. Resolver a equação: Ars = IO * As» 


Solução 
Aplicando a fórmula do número de arranjos, vamos obter: 
x! = 10- x! 

(x — 3)! (x — 2)! 


xx D(x- 2) (um - 
(es 

” JO cx c(x— 1) (e! 

E E Sae)! 


x (K-)=10:m (so x-2= 


=108 


3. (CESCEM-SP) Com os algarismos 0, 1, 2, 5 e 6, sem 
os repetir, quantos números compreendidos entre 100 e 1 000 
poderemos formar? 
Solução 

Como os números devem estar compreendidos entre 100 
e 1 000, terão 3 algarismos. Como não pode haver repetição 
de elementos e a ordem dos elementos em cada agrupamen- 
to é considerada (por exemplo o número 123 é diferente do 
número 132) trata-se de um problema de arranjos simples. 


números iniciados por 1: 1. e As2s=l2 
números iniciados por 2: 2 => Asg=12 
números iniciados por 5: 5 = Ago=12 
números inciados por 6: 6 = Ago =12 


Portanto o total de números pedido é 4x 12 = 48. 


4. Em um campeonato de futebol participam dez clubes, 
todos com a mesma possibilidade de vencer. De quantas ma- 
neiras diferentes poderemos ter a classificação para os três 
primeiros lugares? 
Solução 

Note que a ordem dos elementos em cada agrupamento 
é importante, pois o clube À em primeiro, B em segundo 
e C em terceiro é diferente de B em primeiro, À em segun- 
do e C em terceiro. Não há repetição de elementos, pois O 
mesmo clube não pode ocupar duas posições diferentes si- 
multaneamente. Portanto, trata-se de um problema de arran- 
jos simples. Temos um total de dez clubes para ocuparem 
três posições, logo: Ajo,3 = 720. 
9. Quantos números pares de 4 algarismos distintos podemos 
formar com os elementos do conjunto À = [x E IN/x < 7? 
Solução 

Os elementos do conjunto A são: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Te- 
mos portanto 7 algarismos para serem utilizados. Como os 
números devem ser pares terão que terminar em 0, 2, 4 ou 6. 


terminados em O: 0 = As 
terminadosem 2: 2 3463 
terminados em 4: 4 > Ag3 
terminados em 6: 0 6 = Ag 


Total: 4x Às,3 


No caso em que os números terminarem em 2,4e 6,eles 
não poderão começar por zero. 
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4xAç2 — 3XAs2 = 4X120 — 3xX20 = 480 — 60 = 420. 







OBSERVAÇÃO Todos os problemas de Arranjos Sim- 
ples também poderão-ser resolvidos pelo Princípio Mul- 
tiplicativo. Você poderá optar por aquele processo que 
achar mais conveniente. 





Permutações simples 

Caso particular de An, quando n = p. Às permutações 
de n elementos serão indicadas por Pp. Podemos determi- 
nar P, do seguinte modo: 


! 
P=An*—— “rr = = nl portanto: 


1. Quantos números com 5 algarismos distintos podemos 
formar com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5? 
Solução 

Verificando que n = p = 5, vamos obter: 

P; = 5! =5x4x3x2x] = 120. 

Portanto, poderemos formar 120 números. 


2. Quantos são os anagramas da palavra “cola”? 
Solução 

Anagramas são palavras obtidas efetuando-se todas tro- 
cas possíveis entre as letras de uma palavra dada e que po- 
dem ter ou não significado na linguagem corrente. 

A palavra em questão, “cola”, possui 4 letras distintas, 
logo o total de anagramas será igual ao total de permutações 
que podem ser feitas com essas 4 letras, isto é: 

Total de anagramas: P, = 4! = 4x3x2x1 = 24. 


3. (FUVEST-SP) O número de anagramas da palavra FU- 
VEST que começam e terminam por vogal é: 


a) 24 d) 120 
b) 48 e) 144 
c) 96 

Solução 


A palavra FUVEST tem 6 letras. Vamos analisar dois 
casos: 
* começando por U e terminando por E: 
anna E > Ps =4!=24 
* começando por E e terminando por U: 
U=P,=4!=24 
Portanto, o total de anagramas pedido é: 2x 24 = 48. Al- 
ternativa b. 


4. (FAAP-SP) Permutando os algarismos 2, 4, 6 e 8, for- 
mamos números. Dispondo esses números em ordem cres- 


cente, qual o número que ocupa a 22º posição? 
Solução 





























es em DB P;=3]=6 
4 ne P,=3=6 
6 ns P,=3=6 





8 2 -P,=2!=2 


8 4 2 6 éo 21º número, portanto o 
22º será: 8462. 


5. Quantos são os anagramas da palavra “arara”? 
Solução 

A palavra “arara” tem 5 letras. Mas devemos considerar 
que existem letras repetidas. Ao trocarmos, por exemplo, a 
posição de duas letras 4, não obteremos um novo anagra- 
ma. Precisamos portanto “descontar” todas as trocas de po- 
sição entre letras iguais. Nesse caso o total de anagramas se- 
rá dado por: 

5! 5, total de letras da palavra 

Pp)? ==> = 10 +3, total de letras a 
i 2, total de letras r 








Combinações simples 

São agrupamentos onde a ordem com que os elementos 
comparecem não é considerada. 
Exemplo 

Quantas duplas distintas podemos formar com 3 pessoas 
A, Be C? 

Repare que agora, se mudarmos a posição dos elementos 
em um agrupamento não obteremos um novo agrupamento. 
Isto é, a dupla AB é igual à dupla BA, a dupla AC é a mes- 
ma que CA e a dupla BC é a mesma que CB. Portanto o 
total de duplas distintas será 3 (AB, AC e BC). 

O número de combinações de mn elementos tomados p a 
P » que indicamos por C, será dado por: 


» n! 
Cm * (n — p)!p! 


1. Quantas comissões formadas de 4 elementos cada uma 
podemos formar com 10 alunos de uma classe? 

Solução 

= 10x9x8x7x6! 210 


“o - ais! 614!  6!xix3x2x] 


2. Quantos são os resultados distintos possíveis de serem 
obtidos num teste da loto? 
Solução 
Cada resultado possível corresponde a um conjunto de 
5 números, sem importância de ordem, obtidos de um total 
de cem números. Teremos então: 
100! — 100x99x98x97x96x95! 


G a = 
ia (100 — 5)!5! 95ix5x4x3x2x1 

= 75 287 520 

3. (FATEC-SP) Resolver a equação: 

An;3 5: Cass 

Solução 

Aos * 3º Cau 
Mo a. am 


A q. 
(n — 3)! (n — 4)! 4! 
3-(n=-3!=(n-49!c4103-(n>3)-(n— 4)! = 
=(n-4)!-2403n-9=24e3n=33en=ill. 
Portanto S = (11). 

4. Numa escola existem 10 professores de Matemática e 7 
de Física. Quantas comissões podemos formar compostas de 
5 professores de Matemática e 3 de Física? 
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Solução 
e escolha dos professores de Matemática: Cjo,s = 252 


e escolha dos professores de Física: C; 3 = 35 

Pelo Princípio Multiplicativo vamos ter: Cjo,s X C73 = 
= 252x35 = 8820. 

Poderemos portanto formar 8820 comissões. 


5. Quantas diagonais tem um hexágono? 
Solução 

Hexágono: 6 lados, 6 vértices 

Para obtermos as diagonais, devemos tomar os vértices 
dois a dois (Cs,2) e “descontar” os lados do polígono, pois 
não são diagonais. 

Chamando de D o número de diagonais, vamos ter: 
D=C2-690D=15-60D=9 

O hexágono tem portanto 9 diagonais. 

OBSERVAÇÃO Para um polígono de n lados (n > 3), 


teremos. 


6. (PUC-SP) Calcule A, 3 sabendo que Cm, = 84. 
Solução 


mo = mo = 31 — 
(m— 3)13! Cal a nn Ama 


= 6x84 & An3 = 504. 
7. Dadas duas retas paralelas, tomam-se 8 pontos sobre uma 
delas e 5 sobre outra. Quantos triângulos existem com vérti- 
ces nos pontos considerados? 
Solução 
Temos um total de 13 pontos. Para formarmos triângu- 
los devemos tomar esses pontos 3 a 3 (C,3,3). Porém, os 8 
pontos que estão sobre uma mesma reta não definirão triân- 
gulos entre si (Cg,3) o mesmo ocorrendo com os 5 pontos 
pertencentes a outra reta (Cs, 3). Logo, o total de triângulos 
possíveis de serem obtidos será: 
Cs = Cs, ne Cs, = 286 - 56 — 10 = 220. 
Poderemos formar, portanto, 220 triângulos. 


8. (FUVEST-SP) Um químico possui 10 tipos de substân- 


BINÔMIO DE NEWTON 





Chamamos de Binômio de Newton a expressões do tipo 


(x +aP,comx E Ca ECenEN 


Veremos a seguir um método de desenvolvimento de ex- 
pressões deste tipo. Neste método utilizaremos o conceito 
de números binomiais, que passaremos a estudar agora. 


Números binomiais 


Sendo n e p números naturais, com n 2 P; define-se: 


(5) - mm = 
pi(n — p)! 


cias. De quantos modos possíveis poderá associar 6 dessas 
substâncias se, entre as dez, duas somente não podem ser 
juntadas porque produzem mistura explosiva? 
Solução 
e total de associações: Cio, = 210 
e total de associações onde aparecem juntas À e B: Ca, = 
= 70 

Logo, o total de associações possíveis será: 

Cio, e Cs 4 = 210 —- 70 = 140. 
9. (CESGRANRIO-R]) Seja M um conjunto de 20 elemen- 
tos. O número de subconjuntos de M que contém exatamente 
18 elementos é: 
a) 360 b) 190 c) 180 d) 120 e) 18 
Solução 

Temos um total de 20 elementos para escolhermos 18, 
independendo da ordem. Logo, teremos 

20! 
C l|--- O E 
08 (20 — 18)! 18! 

Portanto, o total de subconjuntos com 18 elementos que 
podemos formar com um conjunto de 20 elementos, será 190. 
Alternativa b. 


10. (USP) Uma organização dispõe de 10 economistas e 6 
administradores. Quantas comissões de 6 pessoas podem ser 
formadas de modo que cada comissão tenha no mínimo 3 
administradores? 


a) 2400 b) 675 c) 3136 d)60 e) 3631 


Solução 

Teremos que considerar as seguintes comissões: 
e com 3 administradores e 3 economistas: C6,3XCio,3 = 
= 2400 
e com 4 administradores e 2 economistas: C, ,XCio,2 = 675 
e com 5 administradores e 1 economista: Cs, sx Cio, = 60 
e com 6 administradores e nenhum economista: teremos só 
uma possibilidade. 

O total de comissões que poderemos formar será então: 
2400 + 675 + 60 + 1 = 3136. 
Alternativa c. 


O símbolo ") lê-se “binomial n sobre p”. 


Exemplo 
| ()-55 5%" a SRA 2” 10 
“3 35 —- 3)! 3x2 Ax2x] 2 
8 8! 8! 8x7x6%x 
—— E ———— = = = 6 
' (5) SB =5 E Six sisal SEXTO 
Casos particulares 
(5) - n! e ] 
0 O(n — 0)! |xn! 
(Dm tor E = 
] Mn =D (n-1)! (n — 1)! á 
com n 21 
(1) = * age non 
n n(n — n)! nix0! nixl no 
Exemplos 


(= (Des (= 
(e (Deo (Dos 
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Binomiais complementares 


Sendo n e p números naturais, com n > p, chamamos 
de números binomiais complementares aos binomiais 


n n Da : . 
(: clk)> onde p + k = n (ou seja, a soma dos dois nú- 


meros de baixo é igual ao número de cima). 
Exemplos 


“| /8 8 /M 12 12 
+() e E) A (2) á (2) 
(6 6 “(10 10 
(3) (1) i (3) / bej i (19) 
O principal fato relativo aos números binomiais comple- 
mentares é que eles são iguais: 


n,pk EN. (2) - n 
ptk=n k 
A explicação é simples e se baseia na definição de núme- 
ros binomiais. Demonstrando: 


(2) = n! (2) = n! 
p/ pin-p O dk/ En -H 


Comop + k=n=k=mn -— p. Substituindo este resul- 
tado no segundo número binomial, temos: 


(2) ' n! di n! F (2) 
k (n — pn —(n — pl dn — pp! 


ca qm n 
e, portanto, os binomiais (2) e W) com p + k = n, 
são iguais. 


Exemplos 


8/8. A ca N./9 
, (3) , (o): á H , (6) lá (o) (5) 

Igualdade de binomiais 

Dois números binomiais do tipo (2) e (2) são iguais 


se, € somente se,têm o mesmo “denominador” ou são com- 
plementares. 


Veja os seguintes exemplos: 


« (8) =[p=2Jop +? 
- (5) =[p=4]op+a 


é) = [p=2o = -pn4e calo 
+2p=6=3p=6=[p=2] 


EXERCÍCIOS 


1. Calcular os seguintes números binomiais: 


12 6 8 
a 
(6) ol) a) 
olução 
Resolvemos estes exercícios aplicando a definição de nú- 
mero binomial: (” ) = E 
pn — p)! 


mm 
a, 
T 
e, 
| 
] NH 
No) oo 
U U 


o 
E 
o a 
iai 

Hl 
0% 
bo 
"og 





a 2x 11x 10x9x8" 


(3) = It aa 
Vis)“ az=8 " gixa! 


BxAXxIx2x] 
- MNxl0x9 
2x| 495 
b) (2) E 9! 00 9xBxTx6xS 
4) 49 4 4x5 AX3XIKIXA A | 
B) 
co t aiid = 126 EA AA 
3 
o (5) a 1. 

2 2/8 -2)! 2x6!  2xixg” 2x] | | X 
2. Determine n, n E IN, de modo que os seguintes núme- N 1 
ros binomiais sejam iguais: AN 

DANS AS (8 8 Na" 

o (1) = (o (1) = (ao () = (525) 
Solução 


Dois números binomiais de mesmo “numerador” são 
iguais se tiverem o mesmo “denominador” ou se forem dois 
binomiais complementares. Acompanhe: 


(0) - (0) -[ocalouae2=7- [0-5] 


' (5) Ê fá . fre -3n=0=>[n=0])ou 
n án n+40=15=50=15=[n=3] 


9 (8) = ( 8 ) n=n-2=>0=-2;imposívelou 
n n-2 n+n-2=8>2n=10=[n=5| 


8. Resolva as seguintes equações: 


e n ai: n 15 “TB 
o(s 2a)=s (o 2) (525)=-(5) 
Solução 


a) Aplicamos a definição de número binomial a ambos os 
membros da igualdade: 


2 (ds (2 a)- (o 


pm a bd 


"bo *E-Mh-6-M” 


l e ] 


> XxK——-—— =iyx—————— 
(n = 4)!xdi (n-2)x2! | 


Fá . 5 4 
* qe Txexixzkl (n-2x(n-3)xa—stfxax] 9) 
o PD SN 
12 (n- 2)x(n — 3)x2 
Multiplicando esta última igualdade “em cruz”, temos: 
2-9 phejepbeposg pego 
> nº — 5n — 24 = 0; resolvendo esta equação de 2º grau, 
obtemos duas soluções:n = 80un = —3. Como néo “nu- 
merador” do número binomial e este não pode ser negativo, 


excluímos a solução — 3, restando apenas a solução n = 8. 
Logo, |S = (8) |. 


' 15 a [3 
b) À equação ( 3 1) (5) dada é uma igualdade de 


dois números binomiais; sabemos que dois números bino- 

miais de mesmo “numerador” são iguais se tiverem o mes- 

mo “denominador” ou se forem binomiais complementares. 
Temos então: 


; BINÔMIO DE NEWTON 


ps 
O 
01 
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15 15 
(325) = (x) 
3-ne=e2n=>3=3n=s ou 
E nebaisosse=E [es E) 


À solução n = 12 não serve pois o “denominador” do 
1º número binomial ficaria negativo (isto não pode aconte- 
cer) e o “denominador” do 2º número binomial ficaria maior 
que o “numerador” (isto também não pode acontecer); por- 
tanto, a solução da equação é: S = (1). 





“Triângulo de Pascal 


Os números binomiais podem ser escritos numa 


tabela triangular de tal modo que os binomiais de mesmo 
“numerador” n fiquem todos numa mesma linha e os de mes- 
mo “denominador” p fiquem todos numa mesma coluna, for- 
mando assim o triângulo de Pascal (também conhecido co- 
mo triângulo de Tartaplia): 


— 
+ 
1 
, 


- 
- 
- 
- 
- 


DD 8) 0) 


Calculando cada número binomial da tabela anterior e 
substituindo-o no local correspondente no triângulo de Pas- 


) cal, obtemos: 
po : 
1 1 
| 2 l 
1 5 5 q 
| 4 6 4 1 
| 5 10 10 5 1 
== | 6 15 20 15 6 1 
O 
E COUCE ACLCLTECECEACC nana aan natanan aaa... 
5 Repare que: 
as 1. O primeiro e o último elemento de cada linha vale 1. Isto se 
q n n 
= explica pois são binomiais do tipo 0) € (hn) que valem | 
<= para todo número n natural. 
co 2. A soma de dois números “vizinhos” de uma mesma li- 
E] nha é igual ao número situado imediatamente abaixo do se- 


gundo número somado. Veja os seguintes exemplos: 


fes 
8), 
(8) 


1 D+ Q de ini linha de numerador 3 
| 4 A Ls linha de numerador 4 


(D + O 10 +06) 1... 
1 (6 15 20 E À idimo numerador 6 


Podemos formalizar esta propriedade conhecida como re- 
lação de Stifel, da seguinte maneira: 
e dois números binomiais “vizinhos” estão na mesma linha 
e, portanto, têm o mesmo “numerador” n; 
e dois números binomiais “vizinhos” estão em colunas con- 
secutivas e, portanto, seus “denominadores” são dois núme- 
ros naturais consecutivos pec p + 1; 
e o resultado da adição destes binomiais é um binomial si- 
tuado na linha imediatamente seguinte (portanto com “nu- 
merador” n + 1)e debaixo do 2º número somado (portanto 
com “denominador” igual ao do 2º número, isto é, p + 1); 
e visualmente, no triângulo de Pascal, temos: 


OO GD) 
(DO GC) 
5 id + (. : ) - (: : ) (relação de Stifel) 


3. A soma de todos os elementos da linha de “numerador” 
n é igual a 2”. Veja: 


linha de numerador 5 


=> 


|? linha => “numerador” zero... 1... = 2 

2º linha > “numerador” 1. l+1...=2=2 

3º linha => “numerador” 2... 1+2+1...=4=2 
42 linha = “numerador” 3... 1+3+3+1..8=2? 
5º linha = “numerador” 4... 1 +4+6+4+1..=16=2 


Generalizando, a linha de “numerador” n é: 
n n n n 
(o) ' (1) á (3) ' (3) a 
á n n n = 90 
+ (D+ (4) + (RD) 2 
Exemplos a 
1. Aplicando a relação de Stifel: ( ) + ! 
= n+1 à 
+ 1) temos: 
6 ds 8 84 (9 
a » ' gy E (3) o) (3) ' (3) 7 (3) 
10 10) /U 15 FATE E) 
) (5) Ê (5) o (4) 5) (15) Ê & E k 
o (4 4 4 4 3) 
“ + 
2. a soma dos binomiais (6) + (5) + (2) + (5) (à 


é iguala 2º = 16 pois é a soma dos números binomiais de 
“numerador” 4 do triângulo de Pascal. 


RES é à O 4 7 t 
3. À e 
soma dos binomiais () + (3) á (3) á (1) 
7 7 Tas 1 
+ (5) ' (5) ' (1) iguala?” E Sa 


pois é a soma dos números binomiais de “numerador” 7 do 


triângulo de Pascal, com exceção do primeiro binomial da 
linha, que vale 1. 


bo 4 
H 


n 
p+1 
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1. Calcule: 


Solução 30 30 Ê 
a) Para somar 12) com 43); aplicamos a relação de 
Stifel: 


Dan )= (23 D- (8) + (9)- 31 
p p+1 p+ 12 13 13 
b) Aplicamos a relação de Stifel duas vezes consecutivas: 
20 20 210) (21 210) (2 
(15) é (13) E ts - (15) k (17) E (17) 
> + — 
E a | Stifel / 


c) Aplicamos a relação de Stifel três vezes seguidas: 
GD + (9) + (5) + (9) (9) + (5) + (6) = (5) + (0) 
3 4 5 6 + 5 6 5 6 


St Stifel Stifel 
d) Localizamos esses binomiais no triângulo de Pascal: 


(5) á v bm) 
RENO 


Pela relação de Stifel, percebemos que: E + (1) = 


- (16 e 8) = (16) = (5) 
TP da RT 10 9 


2. Calcule: 

8 8 8 (8 8 
à (9) + (1) + (0) ++ (0) + (6) 

9 9 9 9 9 
b) (3) + (2) + (1) a, (3) + (3). 
Solução 
a) À soma apresentada é a soma dos números binomiais da 
linha de “numerador” 8 do triângulo de Pascal. Esta soma 
é igual a 2º = 256 (propriedade do triângulo de Pascal). 
b) À soma apresentada é formada por binomiais de “nume- 
rador” 9, porém não é a soma da linha de “numerador” 9 
do triângulo, pois faltam o primeiro e o último binomial. 
Como a soma da linha toda vale 2º, e os dois elementos fal- 
tantes valem 1 cada um, então a soma apresentada vale: 


2º -1-1=512-2=50 
3. Determine n, n € N, de modo que: 


TOMO MO MORO 


- A soma apresentada é a soma dos números binomiais da 
linha de “numerador” n do triângulo de Pascal. Sabemos 








que esta soma vale 2º. Temos, portanto: 2º = 4096. 
Fatorando o número 4096 (decompondo em fatores pri- 
mos) descobrimos que 4096 = 2!2, Substituindo este resul- 


tado na equação 2º = 4096, temos: 2” = 2!2. Portanto, con- 
cluímos que n = 12. 


Desenvolvimento do 
Binômio de Newton 


Binômios de Newton são expressões do tipo: (2x + 5y)*, 
(x — 37, (3x + 2), (2 — i)!º etc. Resumindo: 


(x + a)”, onde n é um número natural 


e onde x representa a primeira parcela da soma e a represen- 
ta a segunda parcela da soma. 

Quando trabalhamos com produtos notáveis (livro 1), 
aprendemos a desenvolver expressões do tipo (x + a)? ou 
(x + a)”. Agora vamos aprender um método geral, um mé- 
todo que serve para desenvolver binômios do tpo (x + a)”, 
onde o expoente n é um número natural qualquer. 

Vamos desenvolver alguns binômios do tipo (x + a)? pa- 
ra valores particulares de n e, a seguir, intuir uma regra ge- 
ral a partir dos casos particulares: 
sen=0=(x+a)=(1) 


sen=l=(x+al=x+tasD-x+D-a 
Zo(xtaf=2+2:x atas 


Do xX+D-xa+D-à 
sen=3I=(xtal=7+3-:x-2+3-x a +g 


De r+ BD rar x +D-a 
sen=4> 
e(xtal=x+4.x ato x ars xegdra!s 
Dex + Dr ar + Dx d+ Da 
OBSERVAÇÃO Este último resultado se obtém multi- 
plicando-se (x + a)” por (x + a). 

Analisando estes resultados (por exemplo, o último), cons- 
tatamos que: 
* a primeira parcela do binômio, o x, aparece em todas as 
parcelas (com exceção da última) com expoentes decrescen- 
tes de um em um, a partir do expoente n do binômio; 
* a segunda parcela do binômio, o a, aparece em todas as 
parcelas (com exceção da primeira) com expoentes crescen- 
tes de um em um, a partir de 1, até o expoenete n do binô- 
mio; 
* os coeficientes numéricos das parcelas são os elementos da 
linha de “numerador” n do triângulo de Pascal. Confira: olhe 
para os coeficientes numéricos, para os números dentro dos 
círculos e repare que eles são os números que formam as li- 
nhas do triângulo de Pascal. Por exemplo, para (x + a)* os 
coeficientes numénicos são 1, 4, 6, 4e 1, exatamente os mes- 
mos que constam da linha de “numerador” 4 do triângulo 
de Pascal. 

À partir destas três últimas constatações é que podemos 
escrever o “desenvolvimento do Binômio de Newton”: 


(star (5) e (DD eta-(5) Poe. (2) ” 


Observe que: 
* os expoentes de x vão decrescendo, de um em um, a partir 
de n até zero. No último termo, temos x com expoente zero: 
ni .co.an á Dn). Lg ni .an. 
n n 


se n 
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9), 


Co 


e os expoentes de a vão aumentando, de um em um, desde 
zero até n. No primeiro termo, onde não aparece o a temos 


n n 
a com expoente zero: (  ) x” O = ex 


(o) 3 


e os coeficientes numéricos são os números binomiais da li- 
nha de “numerador” n do triângulo de Pascal. 

e o desenvolvimento do binômio (x + a)” é formado por n + 1 

termos. 

Exemplos 

1. O desenvolvimento do binômio (x + 2)º é formado de 5 + 1, 
isto é, 6 termos, tais que: 

a) os coeficientes binomiais são os binomiais de “numera- 


a” (600) (O) ci 


são: 1, 5, 10, 10, 5, e 1, respectivamente (veja estes valores 
no triângulo); 

b) ox aparece com os expoentes 5, 4, 3, 2, le zero, nesta ordem; 
c) o2aparece com os expoentes 0, 1, 2, 3,4e 5, nesta ordem. 
Temos, então: 


e+2p= (0) eme (5) esont ARE 
(O) eme) estar (É sad iss 
4 5 


(x+2=1:x501+50xt:2+10003-4+10-n2-8+ 
+5-x-I6+1:1:32> 


(x+2)=x)+10:x]+40:x)+80-x2+80-x + 32 


2. O desenvolvimento do binômio (2x + 3)! é formado de 4 
+ 1, isto é, 5 termos, tais que: 
a) os coeficientes binomiais são os binomiais de “numera- 


dor” 4: 5) (1) (3) ((4) cujos valores sã 
“ob lyblo) ls 4 )» cujos ores são 


1,4,6, 4e 1, respectivamente; 
b) a primeira parcela do binômio é 2x, que aparece com os 
expoentes 4, 3, 2, 1 e zero, nesta ordem; 
c) a segunda parcela, que é o 3, aparece com os expoentes O, 
1, 2,3 4, nesta ordem. 
Temos, então; 


(2x 4 3)! - (5) á (2x) 3 4 (1) á (2x) á 31 + 


(3) re (5) eee (4) espe 


=(2x+3]=1]- 16x. 14+4-8x).3+ 


+ 6:47] -9+4-2% 81 = 


(2x + 3) = 16x! + 96x + 216x? + 216x + 81 


3. O desenvolvimento de (3x — 1)º tem 7 termos. Neste ca- 
so, a segunda parcela do binômio é (— 1). Acompanhe: 


dada (o) (mt (1) + (1) (BP (1)! + 
+ (é) (mt (=P + (5) out equip + 
+ (5) (3x? (1) + (5) (3x)! (= 1) + 


- (é) “O (If = 


ca oe +] 


5 (3x- 1)$=1:7292º:1+6-24385-(—1) + 
+15-8Ix!-1+20-273:(-1)+15:-90x2:1+ 
+63 (-D+I-Lo1= 


(3x — 1))=729xº — 1458xº + 1215x! — 540x2 + 135x? — 18x+ 1 


4. O desenvolvimento de (1 — 2x)” tem 4 termos. Neste ca- 
so, a primeira parcela é o “1” e a segunda parcela é (— 2x), 
Acompanhe: 


(1 - 2x = (5) P-(-2% + (1) «12: (-2%) + 


(2) (2 + (3) -10.(-2x) >» 


(= apelo 9-1 (=) +3 4 + 
l 


U 





Termo geral 


No desenvolvimento de um binômio do tipo (x + a)”, 
obtemos n + 1 termos, que são: 


1º termo: T, = 0)" * log cjagr 
2º termo: T, = F E q 
3º termo: T; = ; 2 


n z 
4º termo: Ty = 4 «xP — 2. 32; e assim sucessivamente 
até o último termo, que é o termo de índice n + 1: 
n 
Tere (D) seat tetos 


Percebemos, então, que todos os n + 1 termos são for- 
mados pelo produto de um número binomial, uma potência 
de x e uma potência de a, da seguinte forma: 


n 


Observe: se o “denominador” do binomial é p, o expoente 
dexén — p,o expoente de a é p, e o índice do termo é p + 1. 
Repare também que a soma dos expoentes de x e de a é sem- 
pre igual a n, em todos os termos. 

Exemplos 
1. No desenvolvimento do binômio (x + a)”, temos: 


n - cgi 
a) (2) ex" 4. gféoSº termo, isto é, 


To= (9) toa 


n ã 
b) (2) ota tos termo, isto é, 


Te= (5) 2 7:a? 


2. No desenvolvimento do binômio (2x + 3), temos: 
a) o 3º termo, isto é,0 Ty é: T; = > (2x) 2.3 > 


=> T,=10-(2x)-32=10-8x-9 = 7] 20x. 
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b) o 5º termo, isto é, o Ts, é: Ts = (3) (2x) 1.3 


-To= (6) (9 3 = 52x 81 = B10x 


EXERCÍCIOS 


1. Calcule (1 + i), onde i é a unidade imaginária. 
Solução 

Este problema foi resolvido no livro III, utilizando a fór- 
mula de Moivre. Vamos, agora, resolvê-lo usando o desen- 
volvimento do binômio de Newton: 


aee (6) nene (ncia 
(Dener (5) ara (SD) rato 


steiyj=)-1:P+4-]ri+6- 1: R2+ 
+41 P+rrclci 


Lembrando que: iº, i!, 2, ? ei? 


1, 1º, 1 e 1º são, respectivamente, 
1,1, — 1, —ie 1, temos, substituindo: 
U+i)f=1+4+6:(-D+4-(-)+I= 
>(I+if=l+4-6-4+1> 


= [(1+i)=-—4 


2. No desenvolvimento do binômio (3x — 2)º, calcule o 3º 
eo 6º termos. 
Solução 

Utilizando a fórmula do termo geral do desenvolvimen- 


to do binômio T, , | = (6) “(3x -P-(-2p: 


temos, então; 6 4 2 


=15:-8lx*-4=|'T,= 4860x 


6 
prap=5=Tori=To= (5) (8)! (-2) = 


=6-3x-(-3) =| T;= 576% 


3. No desenvolvimento do binômio (2x? — 5), determine 
(se existir) o termo em x!º, 
Solução 

Inicialmente, repare que neste binômio, a primeira par- 
cela é 2x? e a segunda é (— 5). Para descobrir qual é o ter- 


mo em x!º no desenvolvimento, aplicamos a fórmula do ter- 


mo geral: Es O a 8 ' (2x2) P - (—5P = 
o) 
= 23 - Pe yo -2p. (—-5p. 
(: (-5) 


10 
Como queremos o termo em x ,, tomamos o expoente 
de x na expressão do termo geral, e igualamo-lo a 10: 


l6-2p=10>-2p=10-16=2p=6=[p=3] 


Concluímos, assim, que o termo em x!º é aquele em que 
p = 3. Logo, é o 4º termo: 


EN CARE TO 31.0 8! 

Tt, (5) ey (=) ema o 2 E? ef 125) 

= — 224000 - x!º 

4. (UNESP) Calcule o termo independente de x no desen- 
6 

volvimento de [ x? + =) 


Solução 
Precisamos saber, incialmente, que “termo independen- 
te x” num desenvolvimento é sempre o termo em que não 
aparece 0 x, isto é, é o termo em xº, que vale sempre 1. 
O termo geral do desenvolvimento do binômio dado é: 


T,. im (6) , Ber pa (+) = 
. (6 


- (6) xa D 


Como queremos o termo em xº (termo independente de 
x), tomamos o expoente de x na expressão do termo gera! 


e igualamo-loa zero: 12 - 3p=0=3p=12= [p=4) 


Concluímos, assim, que o termo independente de x é 
aquele em que p = 4. Substituindo este resultado em (TD) 


temos: T; +.) = T; = ; ego la sx =15» 


- [E= 5] 


OBSERVAÇÃO Se neste exercício (ou no anterior) o 
valor de p resultasse um número fracionário, concluiríamos 
que não existe o termo pedido no desenvolvimento do bi- 
nômio dado. 
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A Geometria Analítica tem por finalidade resolver pro- 
blemas geométricos utilizando recursos algébricos. Ela é o 
elo de ligação entre a Geometria e a Álgebra. 

A Geometria Analítica Plana, que estudaremos neste li- 
vro, consiste, resumidamente, em representar 0 ponto, que 
é um ente geométrico, através de um par ordenado de nú- 
meros reais, que é um ente algébrico. À partir daí, represen- 
tar retas, circunferências e outras curvas através de equações. 


Sistema de coordenadas 
cartesianas 


Na Geometria Analítica Plana os pontos, as retas e as cir- 
cunferências são elementos geométricos contidos num mes- 
mo plano. Neste plano, traçamos um par de eixos perpendi- 
culares concorrentes num ponto O, chamado de origem do 


Coordenadas 
de um ponto 





Num plano cartesiano, utilizando um sistema de coorde- 
nadas cartesianas ortogonais, podemos nos utilizar de um par 
ordenado de números reais para representar qualquer ponto 
pertencente ao plano, da seguinte forma: 





VeQe-- -q Pixp:;Yyp) 





Pelo ponto P do plano cartesiano traçamos retas perpen- 

diculares aos eixos Ox e Oy, obtendo os pontos P, e P,. Te- 
mos então: 
e a medida algébrica do segmento OP, é x, (positiva ou ne- 
gativa, conforme OP, esteja direcionado para a direita ou 
para a esquerda de O); se a medida algébrica de OP, é xp; 
marcamos o ponto P, do eixo das abscissas simplesmente 
O com xp, conforme vemos na figura da direita. 


É COORDENADAS DE UM PONTO 


| 


| 





. “B «& py os (s 5 v 
PSA PEN es SS 


“Cs RANA . 


sistema: 
Na figura ao lado temos: 

e o eixo Ox, chamado de ei- 
xo das abscissas, orientado 
positivamente no sentido da 
esquerda para a direita; 

* oeixo Oy, chamado de eixo 
das ordenadas, onentado po- 
sitivamente no sentido de bai- 
xo para cima; 

º os quadrantes, que são as 
quatro regiões do plano divididas pelos eixos; são denomi- 
nados 1º, 2º, 3º e 4º, conforme a posição que ocupam em 
relação aos eixos. 

O par de eixos traçados neste plano, aqui chamado de pla- 

no cartesiano, define o sistema de coordenadas cartesianas 
ortogonais (ou perpendiculares). 





e a medida algébrica do segmento OP, é yp (positiva ou ne- 
gativa, conforme OP, esteja direcionado para cima ou para 
baixo de O); se a medida algébrica de OP; é yp, marcamos 
o ponto P, do eixo das ordenadas simplesmente com Yyrp, 
conforme vemos na figura da direita. 

À abscissa e a ordenada de um ponto P são suas coorde- 
nadas e são assim representadas: P(xp; Yp). 


Exemplo 





Da observação da figura anterior, concluímos: 
* À tem abscissa 6 e ordenada 3 = A(6;3) 
e B tem abscissa — 3 e ordenada 4 = B(— 3;4) 
e C tem abscissa —5 e ordenada —2 = C(—5; —2) 
e D tem abscissa 2 e ordenada — 1 = D(2; —1) 
e E tem abscissa 4 e ordenada zero = E(4; 0) 
e F tem abscissa zero e ordenada 2 = F(0; 2) 
e G tem abscissa —4 e ordenada zero = G(—4; 0) 
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Nesta associação de pares ordenados a pontos do plano, 
temos os seguintes casos particulares: 
e ao ponto origem O fica associado o par (0; 0); 
e todo ponto do eixo de abscissas tem ordenada nula 
e portanto o par ordenado associado a ele é do tipo (x; 0); 


Ponto médio de um segmento 


À abscissa e a ordenada do ponto médio (M) de um seg- 
mento (AB) são iguais, respectivamente, à média aritmética 
das abscissas e das ordenadas dos extremos do segmento. 

Formalizando, temos: 





(xa: YA) (xm: YM) (xg: y8] 


e todo ponto do eixo das ordenadas tem abscissa zero 


e portanto o par ordenado associado a ele é do tipo (0; y); Acompanhe a explicação na figura seguinte: 





e todo ponto da bissetriz dos quadrantes impares (1º 
e 3º) tem abscissa e ordenada iguais; o par ordenado as- 
sociado a um ponto dessa bissetriz é do tipo (x; x). 


Se M é o ponto médio de AB, os triângulos BMR e MAS 
são iguais, o que nos dá BR = MS e, então: 







y ae 





é ideais A“Pix;x]) 
(3 XM — Xp =X IMD2eIM=XA+*XpoxMS 
Pad + 
/ - SAT 4 
2 
na de 
Analogamente, pela igualdade dos segmentos MR e AS, 
obtemos: 
JA! 
IM — 2 , 
Exemplo 
Este último fato é fácil de ser entendido se repararmos A M a 
que o triângulo OPP, da figura da direita é isósceles e, por- O ia 
tanto, OP, = P,P = OP,e, portanto x = y. (2; 3) (6; 1) 


º todo ponto da bissetriz dos quadrantes pares (2º e 


4º) tem abscissa e ordenada opostas; o par ordenado as- O ponto M, médio de AB na figura anterior, tem coor- 


sociado a um ponto dessa bissetriz é do tipo (x; —x): denadas: 
Xa + Xp +. 4 
fa E ——— 7 —— 5 
2 2 > M(4; 2) 
A O A 
ERR os 


EXERCÍCIOS 


1. Achar os pontos que dividem o segmento AB em quatro 
partes iguais; dados: A(O; 0) e B(4; 8). 





À última conclusão fica facilmente compreendida quan- 


Solução 
do percebemos que o triângulo OPP, da figura da direita Coendesêniõa o seguinte esquema: 
é isósceles e, portanto, os segmentos OP, e OP», em módu- ' p p P, B 
lo, são “iguais. Como OP, está direcionado para baixo, E : 
conclui-se que y é negativo e, portanto, y = —x (repare que (O; 0) (4; 8) 


no 2º quadrante, o y é positivo e o x é negativo). 


| COORDENADAS DE UM PONTO 


ps 
ho] 
ps 
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Inicialmente calculamos o ponto P,, médio de AB. 








mt [D+4 
Xp, £ 2 = 2 =2 
ya t yB 0+8 = PÁ2; 4) 
+ RS 
Agora, calculamos P, que é médio de AP;: 
RE it: WI AR 
*P, 2 2 
> P(I; 2) 
A DSL, 
yP, 2 - 2 o 


Finalmente, calculamos P, que é médio de P,B: 
Xp, + Xp o 24+4 -3 





Xp = = 
2 2 

DE (E É PN - BB; 6) 
mo 2 


Temos então a seguinte situação final: 
A P, P, Pa B 


O ——— py e 
(0; 0) (1; 2) (2; 4) (3; 6) (4; 8) 

Repare que as abscissas dos pontos formam uma P.A. 
(progressão aritmética) de razão 1 e as ordenadas formam uma 
P.A. de razão 2. Este fato pode ser utilizado para se encon- 
trar as abscissas e as ordenadas dos pontos P,, P; e P; da 
seguinte forma: 


e quando passamos do ponto À ao ponto B, a abscissa varia 
de0a 4(Ax = xp — xa = 4 — O = 4). Como o segmento 
AB está dividido em 4 partes iguais, essa variação de 4 uni- 
dades deve ser dividida por 4, dando uma variação de 1 uni- 
dade. Assim, quando passamos de À para P,, de P, para P,, 
de P, para P, e de P, para B, as abscissas vão aumentando 


de 1 em 1; 


e quando passamos do ponto À ao ponto B, a ordenada va- 
riade0a 8(Ay=yp — ya = 8 — O = 8). Dividindo essa 
variação de 8 unidades por 4 (pois AB está dividido em 4 
partes iguais) concluímos que as ordenadas vão aumentando 
de 2 em 2 a partir de A em direção a B. 


2. Determinar as coordenadas dos pontos P e Q que divi- 
dem o segmento AB em 3 partes iguais, sendo A(l; — 8) e 


B(10; 4). 
Solução 


Consideremos o seguinte esquema: 
A P Q B 


—— jo fp—o———o 


(1; — 8) (10; 4) 

Utilizando a idéia das progressões aritméticas, lançada no 
exemplo anterior, concluímos que: 
e quando passamos do ponto À ao ponto B, ocorre uma va- 
riação de abscissas de 9 unidades (Ax = xp — x,= 10-— 1 = 
= 9). Comoosegmento AB está dividido em 3 partes iguais, 
concluímos que essa variação de 9 unidades deve ser dividi- 
da por 3, dando uma variação de 3 unidades para cada par- 
te. Portanto, a partir do ponto À, as abscissas variam de 3 


em 3, resultando: 


x =17 +30 xp =1+3=[xp=4 |] 
=x +3=%004+3=[2057] 


e quando passamos de À para B, a variação de ordenadas é 
de I2 unidades (Ay = yp — ya =4-(-8)=4+8= 
= 12). Dividindo essa variação por 3, concluímos que as orde- 
nadas aumentam de 4 em 4 a pártir de A em direção a B. 


Temos: 
yp=yat4=>yp=-8+4>|yp=-4 


Aeprtisme-4+4= 1-0 


Temos, portanto, a seguinte situação final: 


A P Q B 
o———— o————o——o 
(1; — 8) (4; — 4) (7; 0) (10; 4) 


3. Os pontos A(O; 0), B(6; 1) e C(8; 4) são três vértices con- 
secutivos de um paralelogramo ABCD. Determine o ponto 
, intersecção das diagonais AC e BD e o vértice D. 
Solução 

Vamos inicialmente lembrar que um paralelogramo é um 
quadrilátero que tem lados opostos paralelos e iguais, e on- 
de o ponto de intersecção das diagonais é o ponto médio das 
mesmas. 

Temos então o seguinte esquema: 





C(8;4) 


B(6;1) 
A(0;0) 


Como I é o ponto médio da diagonal ae temos: 


Se q 

é 2 > K(4; 2) 
Sh a E a 
Yi 2 = 2 =2 


Agora vamos determinar o vértice D usando o fato de que 
o ponto I é o ponto médio da diagonal BD. Temos então: 


+ + 
n= E 4. tt E > 6+xp=8= 


SBT a DD l+yp=4= 


[io = 3] 


Portanto, o vértice D tem coordenadas (2; 3). 


Baricentro de um triângulo 


Baricentro de um triângulo é o ponto de intersecção das 
medianas, isto é, dos segmentos que unem um vértice ao pon- 
to médio do lado oposto. Temos, assim, a seguinte figura: 


A A respeito dela podemos 
afirmar: 

A abscissa e a ordenada do 
baricentro G, de um triângu- 


E M 
lo ABC, são iguais, respectiva- 
mente, à média aritmética das 

c abscissas e das ordenadas dos 


vértices do triângulo. 
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Temos então as seguintes expressões: 


xa + Xp + + yp + 
xo * ADS eyo = dade de 


Este resultado pode ser entendido se lembrarmos que o 
baricentro G de um triângulo divide a mediana BM na ra- 
zão 2:1, a partir do vértice e portanto BG = 2 - GM. Te- 
mos, então, o seguinte esquema: 


B G M 
— O———————O————————s 


Partindo do ponto B, em direção ao ponto M, a variação 
de abscissas é Ax = xm — xp. Como o segmento BM está 
dividido em 3 partes iguais, a variação de abscissas entre 2 

. R Xm — Xp 
pontos consecutivos é RR 
Sendo G o segundo ponto a partir de B, temos: 


E — 
x =x +20 UC =3aç=3: x +20 24 + 


-2:me3:x, 2x2 +2:xu0 
Como o ponto M é o ponto médio do lado AC, podemos 


XA + Xc 
escrever que: xy = 25" =| 2: xy =X +Xc | 


Substituindo este resultado na expressão (9, obtemos: 


XA + Xg + Xc 


3: xG = Xp ? X4 + X =| XG= E 
Analogamente, demonstramos a relação para a ordenada 

yG: 

Exemplo 


O baricentro do triângulo ABC, de vértices A(O; 4), B(1; 3) 
e C(-2; 7), é o ponto G, cujas coordenadas são: 
” Xa + Xp + Xc = 


XG = 
O +1+(—2) 1 
3 E A 4 
ya typtyc G( E) 
k é Di 3 
(4+3+7 4 
3. 3 
EXERCICIO 


O ponto G, de coordenadas (a; 3) é o baricentro do triân- 
gulo ABC. Sabendo que G pertence ao eixo de abscissas, 4 
pertence ao eixo de ordenadas e sendo B(6; — l)e C(—3; — 3), 
calcule as coordenadas de 4 e de G. 

Solução 

Como o ponto G pertence ao eixo de abscissas, sua orde- 
nada é zero, isto é 8 = 0. Da mesma forma, como o vértice 
pertence ao eixo de ordenadas, sua abscissa é zero, isto 

3a 0. 
; Lembrando as fórmulas das coordenadas do baricentro 
e um triân : 
gulo, temos 0+6+ (=3) o 


Xa + Xp + 


"mea 


Portanto, o ponto A é o ponto (0; 4) e G é o ponto (1; 0). 





Distância entre dois pontos 


Sendo A e B dois pontos distintos, chamamos de distân- 
cia entre 4 e B ao comprimento do segmento AB. 

Num plano cartesiano, sendo A(xa; ya) e B(xg; YB) à dis- 
tância (dap) entre eles é calculada pela fórmula: 


das = dxa — xp) + (ya — YB) 


Vejamos a seguir como chegar a esta fórmula. 





Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo retângu- 
lo ABC, temos: (AB? = (BC) + (AC? = 
- (das) = (xs — x) +(ya— y8) 

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da igual- 
dade, chegamos à fórmula: 


das = Jxa — x) + (ya — yp) 


Repare que esta fórmula é válida mesmo quando o seg- 
mento AB é paralelo a um dos eixos: 





Quando o segmento AB é paralelo ao eixo das abscissas, 
temos ya = Yp, O que nos dá ya — yp = 0 e, portanto, 
das = xa — xp) +(ya-— ye) = àdxa-—xp) +0= 


= das = |XA — XB 


Analogamente, quando o segmento AB é paralelo ao ei- 
xo de ordenadas, temos: x, = Xp e, portanto, 
“E e TO dg 
das = xa — xp) +(ya-—yB) =nO+(va—yB/ = 
- das = |ya— JB 
ATENÇÃO Nestas duas últimas expressões o sinal de mó- 


dulo é necessário, pois distância entre dois pontos é sempre 
um número não negativo. 


Exemplos 
1. À distância entre os pontos A(6; 4) e B(2; 1) é: 


dp=(06-2)+(4-17=[16+9=/25=5 


2. À distância do ponto A(5; 12) à origem O(0; 0) é: 


"da = 6-0 +(12-0)=,25+144=(169= 13 


3. A distância do ponto A(3; — 2) ao ponto B(— 2; 5) é: 


das = 3 - (-9P +(-2)-5= 85" +(-7 = J74 


| COORDENADAS DE UM PONTO 


ps 
hq 
C 
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EXERCÍCIOS 


1. Calcular o perímetro do triângulo ABC, cujos vértices 
são: A(3; 4), B(—- 2; 4) e C(2; 2). 


Solução 

Os comprimentos dos lados A(3:4) 
do triângulo são as distâncias 
entre seus vértices. 

Aplicando a fórmula da dis- (- 2:4)B 
tância entre dois pontos, te- 
mos: C(2;2) 
AB=das=[3-(-9P+(4-4)=[52+0=5 
AC=dc=S-)+(4-27)=1+2=v5 


BC=dc=I-2-2+(4-2)=Jl6+4= 
= DO = 5 


O perímetro é, então, AB + AC+ BC =5+5+ 245 = 


=| per(AABC) = 5 + 345 


2. Determine um ponto do eixo de abscissas e equidistante 
dos pontos A(2; — 4) e B(—5; 3). 
Solução 





O ponto P procurado tem ordenada yp = 0, pois está so- 
bre o eixo de abscissas. Chamando de x sua abscissa, temos 
o ponto P(x; 0). 

Como o ponto P é eqiiidistante de A e B, temos: 

PA = PB = dpa = dpp => 


-dx-2+(0+49=(x+5/+(0-37 = 


> x) -4x+4+16=x+10x+25+95 


- -142=34-20=14=[x=-1] 


Portanto, o ponto procurado é o ponto P(— 1; 0). 
3. Determine um ponto do eixo de ordenadas cuja distân- 
cia ao ponto A(— 3; 6) seja 5. 
Solução 

Esquematizando o enunciado, temos: 


(— 3;6)A 





O ponto P procurado tem abscissa xp = 0, pois está so- 


bre o eixo das ordenadas. Chamando de y sua ordenada, te- 
mos o ponto P(O; y). 


Como a distância entre os pontos P e À é 5, escrevemos: 


PA=5=dpa=5=V0+ã3) +(y-6)=55 
- Dry -1y+36=5=W-l2y+ããe=s 


Elevando ao quadrado ambos os membros desta última 
igualdade, temos: y? — 12y + 45 = 25 => y? — 12y + 20= 
= 0. 

Resolvendo a equação de 2º grau, obtemos: y = 2 qu 
y=10. 

Portanto, o ponto P procurado pode ser P(0; 2) ou P(0; 
10). O fato de encontrarmos dois valores possíveis para y sip- 
nifica que existem dois pontos que satisfazem as condições 


do enunciado. 


Área de um triângulo 








Consideremos o triângulo 
ABC ao lado. 

À área S desse triângulo vs 
ABC, de vértices A(xa; YA), 
B(xp; YB) e C(xc; vc) é calcu- Ya 
lada pela fórmula: 





onde mod significa módulo. Este módulo é necessário, pois 
área é sempre um número positivo. (A demonstração desta 
fórmula foge aos interesses deste curso.) 
Exemplo 

À área do triângulo ABC, de vértices A(O; 0), B(2; 6) e 
C(4; 3) é: 








e | 
= mod| 2 6 | na caco Rai A 
4 3 1 


EXERCÍCIOS 


1. Calcule a área do triângulo de vértices A(l; — 1), B(2; 2) 
e C(0; 3). 








Solução da 
A(1,-1) B(2, 2) 
Temos 
| -1 1 ] 
=> 'mod|2 2 I|=L./2+6-3+2]= 
2 
0 3 1 
Em É 
2 
2. O triângulo ABC, de vértices A(1; 1), B(3; m) e C(- 2; 


0), tem área igual a 10. Calcule m. 


Solução C(-2,0) 


A(,1) B(3, m) 
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A área do triângulo ABC é: 








1 | E q 
S = —--mod 3 m l='Im-2+2m-3|= 
- -20 1] 2 
] 
=— - |3m - 5| 
2 


Pelo enunciado, sabemos que S = 10; logo: 


1. |3m-5|=10=|3m-5|=20 = 


3m —- 5 = 20 0u - 25 º 
a omg fita + dd ha Tai 


3. Calcule a área do quadrilátero ABCD, de vértices A(O; 0), 
B(6; — 1), C(4; 4) e D(I; 3). 
Solução 


Representamos o quadri- 
látero ABCD no plano car- 
tesiano (figura ao lado). 


Para calcular a área do qua- 
drilátero ABCD, decom- 
pômo-lo em dois triângulos, 
utilizando uma de suas dia- 
gonais. Por exemplo, a dia- 





gonal AC decompõe o qua- 
drilátero nos. triângulos 
ABC e ADC. 
Passamos, agora, a calcular as áreas desses dois triângulos: 
0 0 1 
Sasc=--mod/6 -1 1I|l=L.|2M+4|=14 
2 4 4 2 
| O 0 1 | 
Sapc = > * mod| | 3 a da aa 
4 4 1 








Agora somamos essas duas áreas para obter a área do qua- 
drilátero ABCD: Sapcp = Sapc + Sapc = 14 + 4 = 18. 


Condição de alinhamento 
de três pontos 
Sejam A, B e C três pontos de um plano cartesiano: 


y 








À condição necessária e suficiente para que os pontos 
A(xa; ya) B(xp; yB) € Clxc; Yo) estejam alinhados (ou 
colineares), isto é, para que pertençam a uma mesma Te- 
ta, é que o determinante D, 


Xa JA 
D=|xp yB 


Xc Jc 


seja nulo. 











Como você deve ter observado, o determinante D da con- 
dição de alinhamento é o mesmo que aparece na expressão 
da área de um triângulo ABC, estudada anteriormente. A 
explicação é simples: os pontos A, B e C estão alinhados so- 
mente quando não existe triângulo, isto é, quando a área do 
“triângulo” ABC é nula, o que ocorre apenas para D = 0. 
Exemplos 
1. Os pontos A(0; 0), B(2; 3) e C(4; 6) estão alinhados pois 
o determinante D, 





0 0 1 
D=|2 3 1/|=12-12=0, é nulo. 
4 6 1 





2. Os pontos A(1; 1), B(5; — 2) e C(6; 7) não estão alinha- 
dos (não são colineares, não pertencem a uma mesma reta) 
pois o determinante D, 
] 1 1 
D=|5 -2 1|=-2+6+35+12-7-5=39, 
6 7/1 


não vale zero. 


EXERCÍCIOS 


1. Determinar os valores de m para que os pontos A(3; 2), 
B(m; 0) e C(2; m) estejam alinhados. 
Solução 

Pela condição de alinhamento, os pontos À, B e C estão 
alinhados se o determinante 














Xa Va | 3 2 ] 
xp vp ll=|m O JIlforiguala zero. 
Xxc Vc l 2 mil 


Desenvolvendo o determinante, obtemos: 


4+m?-3m-2m=0=mº-5m+a4=ê0;resolven- 
[m=1 Jou[m=s]) 
2. Os pontos A(3; 2) e B(— 1; 4) determinam uma reta r. 
Em que ponto a reta r intercepta o eixo de abscissas? 
Solução 

Fazemos um esquema do enunciado: 


do esta equação de 2º grau, obtemos: 





' 
f 
i 
| 
! 
1] 
1 
' 
1 
i 
1 


A intersecção de r com o eixo dos x é o ponto P e sua 
ordenada é yp = 0. Chamando a abscissa do ponto P de x, 
temos o ponto P(x; 0). 

Como A(3; 2), B(— 1; 4) e P(x; 0) estão alinhados (pois 
pertencem à mesma reta), o determinante 





sa 
—l 4 1] deve ser igual a zero. 
x 0 1 


Desenvolvendo o determinante, obtemos: 


2+2x-42+2=0=14-2%=0=[x=7] 


Portanto, a reta r intercepta o eixo dos x no ponto (7; 0). 
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EQUAÇÃO DA RETA 


Reta determinada 


por dois pontos 


Para tornar mais concreta a idéia central deste capítulo, 
começaremos analisando um exemplo preliminar. 

Consideremos os pontos A(1; 2) e B(3; 4) do plano carte- 
siano. Esses dois pontos, por serem distintos, determinam 
uma única reta, que chamaremos de reta r. 

Sabemos que a reta r é um 
elemento geométrico consti- 
tuído de infinitos pontos. Se- 
ja P(x; v) qualquer um desses 
infinitos pontos (na figura an- 
terior, P poderia estar “abai- 
xo” de À ou entre À e B). 

Podemos, então, afirmar 
que o ponto P é um ponto 
x qualquer da reta r determina- 

da pelos pontos À e B, se, e so- 
mente se, À, Be P forem três pontos colineares e, portanto, 
suas coordenadas (1; 2), (3; 4) e (x; y) satisfizerem a relação: 








bs us. .— 


| 
' 
1 
3 








1 2/1 
3 4 1|=0=4+2x+3y-4x-y-6=0 = 
x y 1 


> -Xx+2y-2=0>=-x+ty-—-l=0= 


-[p=251 


A equação y = x + 1 é a equação da reta r. Ela nos 
diz que qualquer ponto P(x; y) pertence à reta r, se, e so- 
mente se, a ordenada y for igual à abscissa x mais um. 
Repare que essa relação vale para os dois pontos À e B 
que determinam a reta r: 

A(1; 2) = a ordenada y = 2 é igual à abscissa x = 1 mais 1; 

B(3; 4) = a ordenada y = 4 é igual à abscissa x = 3 mais 1. 

Desta forma, os pontos (6; 7), (11; 12), (— 4; —- 3), (— 7; 
— 6), (— 1; 0) e (0; 1) são, certamente, alguns pontos da reta 
r, pois, em todos eles, a ordenada y é igual à abscissa x mais 1. 

Igualmente podemos dizer que os pontos (5; 3) e (2; 8) 
não são pontos da reta r pois suas coordenadas não verifi- 

cam a condição y = x + 1, que é a equação da reta r. 

Vejamos mais alguns exemplos: 

1. A reta determinada pelos pon- 
tos (1; 1) e (0; 0) é formada por 
pontos de coordenadas (x; y) 








tais que: 

0 

O 0 1/=0= 
x 7 1 





sx-y=0=[y=x|. 


Portanto, analisando a equação obtida concluímos que to- 
do ponto pertencente à reta da figura (essa reta é a bissetriz 
dos quadrantes ímpares) tem coordenadas (x; y) iguais entre 
si. Por exemplo, os pontos (2; 2), (3; 3), (— 5; — 5) certamente 
pertencem à reta da figura, pois eles têm abscissa e ordena- 
da iguais. 





2. Os pontos (— 1; 1) e (0; 0) definem a reta da figura: 
(-1,1) ty 





e (0,0) 


Os pontos de coordenadas (x; y) pertencentes à esta reta 
são tais que: 








“00 1|=0=[zr7=0] 
* 4 4 


A equação obtida nos diz que todo ponto pertencente à 
reta da figura (que é a bissetriz dos quadrantes pares) tem 
coordenadas (x; v) tais que a soma da abscissa x com a 
ordenada y é sempre igual a zero. Portanto, os pontos 
de coordenadas (2; — 2), (5; —5), (— 4; 4) e (— 8; 8) são al- 
guns dos pontos pertencentes à bissetriz da figura. 


E Equação geral da reta 

Vamos, agora, refazer o que fizemos nos exemplos an- 
teriores, considerando dois pontos genéricos A(xa; YA) € 
B(xp; yB) distintos, e um ponto P(x; y). 





Um ponto P(x; y) pertence à reia determinada pelos pon- 
tos A e B se, e somente se, À, B e P forem três pontos coli- 
neares e, portanto, suas coordenadas satisfizerem à relação: 


Xa JA l 
xa yp 1/=0= 
a E 
Ed pes “ - mando 
a ] ' e E N eta E A ' a 
xa ye HXVAMIY O XBI=X O YBI—:Y  XAIO Xpº YA 0 


|] 
| 
“ 4 LL - o o -—- « 


— a caça 
Colocando x e y em evidência nos termos assinalados, 
temos: 


=x(ya-y)tyc(xg—xa)txa ye xB'yASO 








Fazendo: 
Ja -yYp-=a 
Xp — Xa = = temos: 
Xa "JB XB'JYASC 


A equaçãoa * x + b: y + c = O denomina-se equação 
geral da reta determinada por dois pontos, À e B. 


OBSERVAÇÃO Não se deve decorar o cálculo dos 
coeficientes a, b e c. O que se deve saber é que a equação 
geral é obtida a partir dos pontos À e B construindo-se, 


com suas coordenadas, o determinante: 


Xa YA 1 


Xp yYp 1 
x y 1 
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Exemplos 
1. À equação geral da reta da figura seguinte: 





se obtém através do determinante: 








3 0 ] 
O -2 1/=0=-6+2x-3y=0=|2x-—-3y— 6=0). 
x y 1 


2. À equação geral da reta determinada pelos pontos A(— 1; 6) 
e B(4; 1) se obtém através do determinante: 








-1 6 1 

4 1 1|=0=>-1+6x+t4y-x+ty-—24=0 

* 7: 1 dx +5y- 2550 
Er 2 


EXERCÍCIOS 


1. Um triângulo ABC tem vértices A(0; 0), B(3;5) e 
C(7; — 1). Determine a equação da mediana desse triânigu- 
lo, relativa ao lado BC. 


Solução A mediana procurada é de- 
terminada pelos pontos À e M, 
onde M é o ponto médio de 
BC. O ponto M tem coor- 


denadas: 


B(3, 5) 


M 


C(7,-1) 
A(O,0) A ed o Al 


A mediana AM, determinada pelos pontos A(O; 0) e 
M(5; 2), tem equação: 








O 0 1 
5 2 1/=0=5y-2x=0=]2x-5y=0). 
x 4 1 


2. Determinar a equação da reta que passa pelo ponto mé- 
dio do segmento AB e pelo baricentro do triângulo PQR; 
dados: A(2; 0), B(4; 6); P(0; 0), Q(1; 7) e R(— 4; — 1). 


Solução 
Fazemos um esquema do problema: 





A(2;0) 


R(-4,—-1) 


Vamos determinar, inicialmente, o ponto médio M e, a 
seguir, o baricentro G: 








Xa f Xp 2+4 
é a ea : 

o yatyB 0+6 = M(3; 3) 
mM 2020 

xptxQtx 0+1-4 —3 

SER OR a á 
“yptyQtyR 04+7-1 6 -» G(-1; 2) 
G= 3003037? 


Finalmente, a reta determinada pelos pontos M e G tem 
equação: 








DJ 
-1 2 1/=0=6+3x-y-—-2x-3y+3=0> 
x y 1 


[E Da r9=0] 


3. Os pontos A(a; 6) e B(I; b) pertencem à reta de equação 
4x — 3y + 2 = 0. Calcule a distância entre os pontos À e B. 
Solução 

Esquematizando o enuncia- 
do, temos a figura ao lado. 


Se a equação da reta dada 

é 4x — 3y + 2 = 0, podemos 

concluir que qualquer ponto 

pertencente à reta dada é tal 
que quatro vezes a abscissa 

x menos três vezes a ordenada y do mesmo ponto, 

mais dois, é igual a zero. Em particular, como o ponto 

À pertence à reta, temos: 

A(a; 6) pertence â reta >= 4a —-3:6+2=0 
=4:a-16=0 
>4-a=l6=2=4> A(4;6) 

Analogamente, como o ponto B pertence à reta, temos: 

B(l;b) pertence â reta >= 4:1-3:b+2=0 
>6-3-b=0 
>3-b=6>b=2=>B(1;2) 

Agora que já conhecemos as coordenadas dos pontos À 

e B, podemos calcular a distância entre eles: 


alas 6) Seas Gacro = 


=> d, 
B(; 3) = GSE + (627 


Sr16=5=5=[das=5|. 





- daB 


Equação geral: casos particulares 


Podemos observar que as equações de retas obtidas até 
agora são sempre equações lineares (isto é, equações de pri- 
meiro grau nas variáveis x e v). Esse fato é, na verdade, uma 
característica das retas. Podemos, assim, enunciar o seguin- 
te teorema: 













Toda reta do plano cartesiano pode ser representada 
por uma equação do tipo ax + by + c = 0, onde a, be 
c são números reais, desde que a e b não sejam simuilta- 
neamente nulos. Reciprocamente, toda equação do tipo 
ax + by + c = 0, coma e b não simultaneamente nulos, 
representa uma reta do plano cartesiano. 
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Vamos estudar agora o que acontece com o gráfico da re- 
ta cuja equação, do tipo ax + by + c = 0, tema ou bou 
c iguais a zero. 

e inicialmente vamos observar que a e b não podem ser ze- 
ro simultaneamente, pois, caso isso ocorresse, teriamos a 
equaçãoO :x + 0-y + c=õ0,que é satisfeita por qualquer 
ponto do plano cartesiano, se c = 0. 

esca=0ecbzx0 


Neste caso, temos a equação b - y + c=0ey= - + 


Esta equação representa, no plano cartesiano, uma reta pa- 
ralela ao eixo de abscissas. Isto se explica, pois a equação 


y=- + nos diz que todo ponto desta reta tem orde- 
nada y igual a — + Portanto, temos infinitos pontos 


com a mesma ordenada situados, todos, numa reta paralela 
ao eixo de abscissas. 


Exemplo 

A equação y — 1 = O(ouy = 1) representa uma reta pa- 
ralela ao eixo de abscissas, à distância de uma unidade desse 
eixo: 





Todas as retas paralelas ao eixo dos x têm equação 
do tipoy = constante. Em particular, a equação y = O re- 
presenta o próprio eixo dos x. 
eseb=0ca-x 0. 

Neste caso, temos a equaçãoa + x +tc=06x= — =. 
Esta equação representa, no plano cartesiano, uma reta pa- 
ralela ao eixo de ordenadas. Isto se explica, pois a equação 


c 
x=— 2 nos diz que todo ponto pertencente a esta reta 
. c . . 
tem abscissa x = — = Portanto, temos infinitos pontos 


com a mesma abscissa situados, todos, numa reta paralela 
ao eixo de ordenadas. 


Exemplo 
À equaçãox — 1 = O(oux = 1) representa uma reta pa- 
ralela ao eixo dos y, como na figura seguinte: 





Todas as retas paralelas ao eixo dos y (que, a partir 
de agora, serão chamadas de retas verticais) têm equação do 
tipox = constante. Em particular, a equação x = O repre- 
senta o próprio eixo dos y. 
esec=0;a *0oub = 0. 

Quando c = 0, a equação geral se reduz à forma 
ax + by = 0. São deste tipo as equações: 3x + 4y = 0; 
2x — Ty = 0; etc. o 

As retas cujas equações têm c = O são retas cujos gráfi- 
cos sempre passam pela origem (0; 0) do sistema de coorde- 


nadas. Isto pode ser entendido facilmente, uma vez que bas- 
ta substituir o par (0; 0) na equação ax + by = 0 e verificar 
que ela se transforma na identidade a - 0 +b-0=0, 

Veja, a seguir, o gráfico das retas 3x + 4y = 0 (r), 
2x —- Ty=0(s)e3x- y=0(1): 





EXERCÍCIOS 


1. Representar graficamente a reta de equação 
3x +2y —- 6=0. 
Solução 
Para a construção do gráfico, escolhemos dois pontos 
quaisquer da reta. Fazemos, por exemplo: 


x=0,obtendo2y - 6=0=>y=3 
y=0,obtendo 3x —- 6=0=x=2 


À seguir, marcamos no plano cartesiano os pontos de coor- 
denadas (0; 3) e (2; 0), obtendo a reta r da figura: 





2. Representar, no plano cartesiano, as retas de equações 
2x+t6=0€e2y —-4=0. 


Solução 

Chamando de r a reta de equação 2x + 6 = 0 e desa 
reta de equação 2y — 4 = 0, concluímos que: 
e a reta r, de equação 2x + 6 = 0, é paralela ao eixo das or- 
denadas, pois todos os seus pontos têm abscissa x = —3; 
e aretas, de equação 2y — 4 = 0, é paralela ao eixo de abs- 
cissas, pois todos os seus pontos têm ordenada y = 2; temos, 
então, o seguinte gráfico: 





3. Representar, graficamente, a reta de equação 2x — y = 0. 


Solução 

A reta de equação 2x — y = O certamente passa pela ori- 
gem (0; 0) do sistema já que c = 0. Basta, portanto, obter 
mais um ponto para poder tra- 
çar seu gráfico. Escolhemos, 
então: x = 1, obtendo 2 - 1+ 
-y = 0 = y =2.Como pon- 
to (0; 0) e o ponto (1; 2) traça- 
mos o gráfico ao lado. 
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4. Obter os pontos onde a reta r, de equação 3x — 2y+ 12=0, 
corta cada um dos eixos coordenados. 
Solução 





O ponto P, onde r corta o eixo dos x, é obtido fazendo 
y = O na equação da reta r: 


y=053k+12=0=x=-4=[|P(-40)| 


Analogamente, o ponto Q, intersecção de r com o eixo 
dos y, é obtido fazendo x = O na equação de r: 


x=0> -2y+12=0=y=6=[Q(0;6)| 


5. Assinale (V) ou (F): 

a) o ponto A(5; 2) pertence à reta x + y =7,;=>() 

b) o ponto O(0; 0) pertence â reta 4x + 5y + 1 =0;=() 

c)aretax — 2y — 3=0 corta o eixo dos x no ponto 
(-3/2;0) = () 

Solução 

a) (V). Parax = 5ey = 2,obtemosx + y =5+2=7,e, 
portanto, o ponto A(5; 2) pertence à reta x + y = 7. 

b) (F). Para x = 0 e y = 0, obtemos 

4:0+5:0+1%0. 

c) (F). Obtemos o ponto onde uma reta corta o eixo dos x 
fazendo y = O em sua equação. Temos, então: 
y=0>x-2:0-3=0=x-3=0=x=3. 
Logo, a retax — 2y — 3 = O corta o eixo dos x no pon- 

to de coordenadas (3; 0). 


Intersecção de duas retas 


Em Geometria Plana, duas retas que não são paralelas 
são concorrentes t têm um único-ponto comum. Vejamos 
como, em Geometria Analítica, determinamos as coordena- 
das desse ponto a partir das equações das duas retas. Acom- 
panhe os próximos exercícios resolvidos. 


EXERCÍCIOS 


1. Obter a intersecção das retas de equações 3x + y — 1=0 
ex -—-y+3=0. 
Solução Temos o seguinte esquema: 


3x+y-1=0 


x-y+3=0 


O ponto P, de coordenadas (x; y), intersecção das duas 
retas, pertence a ambas as retas. Portanto, suas coordena- 
das devem satisfazer a ambas as equações, ou seja, de- 
vem ser a solução do sistema: 


dm ty-100 4 E E = 
ipi fr 4x + 2 0 


Substituindo x = — 1/2, por exemplo na primeira equa- 
ção, obtemos: — 3/2 + y — 1 = 0. Resolvendo esta equa- 
ção, obtemos: y = 5/2. 

Portanto, a intersecção das duas retas é o ponto 

=] 5 
P(|— — 
2" ] 
2. Os lados de um triângulo estão contidos nas retas de equa- 
ções2x —- y=0,x-y+1l=0ex+y+3=õ0.Determi- 
ne a área do triângulo. 


Solução 
Fazemos uma figura esquemática: 


r s 
NA ) 2x-y=0 

s) x-y+1=0 
t) x+y+3=0 


O vértice 4 do triângulo é a intersecção das retas re s 
(veja a figura). Suas coordenadas devem, então, satisfazer ao 
sistema: 

2x — y =0 
z-y+1=0 


O par (1; 2), solução do sistema, representa as coordena- 
das do ponto À. Logo, temos: | À (1; 2) 

O vértice B é a intersecção das retas r e rt. 
2x — y=0 
Zzty+t3=0 
= -Ly= —-2 


Então, o par (— 1; — 2), solução do sistema, representa 
o ponto B, intersecção das retas re t. Logo, | B(— 1; — 2) 

Finalmente, C é a intersecção das retas s e t; então: 
[: -v+1=0 


= resolvendo, temos: x = |; y = 2 


Portanto: = resolvendo, temos: 


x+y+3=0 = resolvendo, temos: x = E 
v = O -—- 
Portanto, o ponto €, intersecção dese ré:|C(—2; —1) 


Finalmente, a área S do triângulo ABC calcula-se por: 


a 





x ya l 1 “2 
S = — mod xs ys I|=Lmod|-1 -2 1 
x ycl ft <d 1 


Desenvolvendo este determinante, temos: 


S=.mod-2-4+1-4+1+2)=mod-6) = 


Coeficiente angular de uma reta 


Vamos definir, em primeiro lugar, o que se entende por 


inclinação de uma reta para que, depois, possamos definir 
coeficiente angular. 
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Inclinação 

Inclinação de uma reta r é o ângulo a determinado pelo 
semi-eixo positivo dos x € a reta r, medido no sentido anti- 
horário. Veja os exemplos nas figuras seguintes: 





90º < a< 180º 


a = 90º 
r vertical 


Coeficiente angular 

Coeficiente angular ou declividade de uma reta r não ver- 
tical é, por definição, a tangente do seu ângulo de inclinação 
a. Costuma-se indicar o coeficiente angular pela letra m. Te- 


mos, então: 


Observe que não se define coeficiente angular de retas ver- 
ticais, isto é, retas paralelas ao eixo dos y. Isto é facilmente 


tangente do ângulo de 90º. 
Exemplos 
1. y r 


30º 


a=3º>m=itga=tg30º=õv3/3; 
E Y 


a=0º-m=tga=1g0º=0; 
3. Fr 


150º 





x 
a=150º=m=tgaz=tg150º=-t1830º=-3/3: 
4 á 7 À 


r 
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a = 90º; 2 tg 90º =. m. 


ps 
9.6) 
Õ 


compreendido se lembrarmos que também não se define 


Vejamos, agora, como calcular o coeficiente angular de 
uma reta conhecendo-se dois de seus pontos: 





Na figura anterior, temos dois pontos distintos da reta r: 
À (xa; ya) e B (xp; YB). Estamos sempre supondo x = xp, 
ou seja, que a reta r não é vertical. 
No triângulo ABC, retângulo em C, temos: 
AC JA YB 
tga =D E—— 
BC Xa — XB 


Então, como tga. = m, obtemos: 





Exemplos 
1. 





wf---------4> 


A=(3,2),8= (0,1) 





1, A reta r passa pelos pontos A (1; 3) e B (5; 7). Determine 
seu coeficiente angular e sua inclinação. 
Solução 


Chamando o coeficiente angular de m, temos: 
2 ad) email 
1-5  —d 


A inclinação a da reta r é, por definição, o ângulo cuja 
tangente é o coeficiente angular m. Portanto, temos: 


E q dis 
Xa — XB 


m=tga=l=iga=s[a= 45º | 


Scanned by CamScanner 


92. Na figura seguinte, determine os coeficientes angulares 
das retas que contêm os segmentos AB, BC e CD: 





Solução 
Temos: À (0; 0), B(l; —2), C(2; à) e D(3; 0); então, 


como m = E temos: 
Áx 


a 2 


b 3 
2. na reta de equação 3x — y + 5 = 0, o coeficiente angular 


m = — 


o »m 
mu 
vo MO 
u 


m é: m =3,poisa=3eb=-l; 


3. na reta de equação 2y + 3 = 0,0 coeficiente angular m é: 


= -S = 0,poisa=0eb-= 2. 

Vamos, agora, transformar a equação geral da reta de mo- 
do que o coeficiente angular m da reta seja um dos compo- 
nentes desta nova equação. Conseguimos isto “isolando o 
y” na equação geral: 


m = -— 


acxtbey+tc=0-bey=-acix-c» 





Nesta última equação, chamada de equação reduzida 
PR coeficiente angular e 

n = coeficiente linear 
OBSERVAÇÃO A equação reduzida só é possível para 
as retas não-verticais, pois somente elas têm coeficiente 





Equação reduzida da reta 


. Já sabemos construir a equação geral de uma reta a par- 
tir de dois pontos distintos, À e B, desta reta: 





Obtemos a equação através do determinante formado com 
as coordenadas dos pontos À e B da reta. 


XxX Ya 1 
X y l 


Também já sabemos calcular o coeficiente angular da re- 
ta r determinada pelos pontos À e B: 


Rm APR a | 
Ax XA — XB 
Vamos agora relacionar os coeficientes a e b da equação 
geral da reta com o coeficiente angular m da mesma reta. 
Para conseguir isto, precisamos lembrar como foram defini- 
dos os coeficientes a e b: 
a=ya-yB e Db =xp— XA 
Substituindo estes resultados na expressão do coeficien- 
te angular m, temos: 


A — a a a 
XA — Xp —b b b 


Exemplos 
1. Na reta de equação 2x + 3y —7 = 0, temos: 





angular. 


Exemplos 

Vamos obter a equação reduzida, o coeficiente angular 
m e o coeficiente linear n das seguintes retas: 
1. Reta r, de equação 2x + 3y + 5 = 0: 


2x +3y+5=0=3y=-2%-5Soy=>ED2.5 





(eq. reduzida) 


2. Reta s de equação 3x + y — 4 = 0: 


(eq. reduzida) 
3. Reta 1, de equação 3y + 6 = O: 


o m=0 
(eq. reduz.) 


4. Reta u, de equação x — 4 = 0; esta reta não tem equação 
reduzida pois ela é paralela ao eixo de ordenadas. Logo, tam- 
bém não tem coeficientes angular e linear. 


m Coeficiente linear 
O coeficiente linear n, que 
surgiu na equação reduzida, 
tem um significado geométri- 
co: ele representa a ordenada (0:0) 
do ponto em que a reta inter- 
cepta o eixo y. A 
De fato, se a equação da retaréy =m : x + n, então 
todos os seus pontos têm coordenadas (x; y) que satisfazem 
esta equação. Portanto, como o ponto em que a reta r corta 
o eixo y é um ponto de abscissa x = 0, temos: 


0 e 
mx + n 


"+ 5 


" >y=m:0+n=y=n 
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Esta última igualdade (y = n) significa que no ponto da 4. 
reta em que x = O a ordenada y é igual a n. 
Concluindo, temos: o número n, da equaçãoy = m * x + 
+ n, é tal que: 
e se n é positivo, a reta corta o eixo dos y acima da origem; 
e se n é negativo, a reta corta o eixo dos y abaixo da origem; 
esen = 0,a reta passa pela origem (0; 0) do sistema; neste 
caso a equação y = m : x + nse reduz à forma:y = m * x 





Temos: 


lo =1g135º=-—-1g45º = —l 





30º , n=1 | 
Para a reta r, temos: = Equação da reta, dado um ponto 


30º = m=tga=tg30º = 3/3; e o coeficiente angular 
O (a reta r corta o eixo y na origem). Quando temos dois pontos conhecidos em uma reta, ob- 
temos sua equação usando o determinante construído com 


ã ida y = mx + ra a reta r à 
Logo, a equação reduzida y can i as coordenadas dos dois pontos. Agora veremos como é pos- 


le 


passa a ser escrita como: | y = V3/3 - x. sível obter uma equação quando se conhece apenas um pon- 
to da reta e o seu coeficiente angular. Acompanhe: 
A o 









nara 
Ego! 

[8 

pes 





em em ATO 





Temos: 
a =120º>m=tga=tg120º=-1€60º=-—v3; 
n = 0(areta passa pela origem). 

Logo, a equação reduzida y = mx + n passa a ser: 


y= 32] Admitamos que (x; y) sejam as coordenadas de um ponto 


qualquer pertencente à reta. Pela definição de coeficiente an- 


“fms tg A 
Dados [P- (xo. Yo) 


3. = | o gular, podemos escrever que: 
DE Rigo Xx-Xo)=y-—yo 


“ |y-Jo=m (Ko) 


Exemplos 
1. À equação da reta r da figu- 
ra pode ser obtida escrevendo: 


y-ypem(x-x- BRO 
"qe 2a | 


= à Ne 


” n=il 
- ps NA == = =t 30º = 
62=y=m+n= y=V33:x+1) Eai cada À ú 


P=(xo, yo) = (2,1) 
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' 2 2. Obtemos a equação da reta 
r, escrevendo: 


Y-yo=m(x-— xo) = 
>y-0=1:(x-3)= 


>» y=x- 3 = 
m=tg45º =1 


- 
P = (xo, Yo) us (3, 0) 


EXERCÍCIOS 


1. (FUVEST-SP) Na figura abaixo, o ângulo OCA mede 
90º, o ângulo COA mede 45º e o segmento OC mede vV2; 
determine a equação da reta AB. 








Solução — 

Vamos calcular o coeficiente angular m da reta AB e o 
ponto À; a seguir, escrever a equação de AB usando a fór- 
mulay — vyo=m (x -— xo). 

O coeficiente angular m é, 
por definição, tg a, onde q é 
o ângulo CÃO da figura ao 
lado. 

“No triângulo ACO, temos: 
ACO = 90º, COA = 45º; 
conclui-se, portanto, que 
a = 45º e, consequentemente, 
m=tg45º =1. 

Agora vamos determinar o ponto À. Para isto, usamos 
novamente o triângulo ACO, no qual conhecemos o cateto 
CO = v2. Usando o seno de q, temos: 

cateto oposto CO  v2 


sen q = sen 45 Homens ÃO ÃO 


z 
como sen 45º = EC temos: 


2 - 
2.1 - [50-23] 


Como AO = 2 e À está no lado negativo do eixo, con- 
cluímos que a abscissa de À é xy = —2. 

Agora aplicamos a fórmula: y - yo=m (x — xo) 
usando: m = le (xo; Yo) = (— 2; 0), que são as coordenadas 
de À. Temos enião: 


Toni go (m= [EEE] 
2. (CESGRANRIO-R]) Uma equação que representa a re- 
ta da figura é: 





a) y senO + x cosB + a senB = O 
b) y cos0 + x sen8 + a send = O 
c) y cos0 — x senô + a senO = O 





d) ysen O — x cos0 + a send = O 
e) y —- x cotgd + a cotgd = O 
Solução 

Na reta r da figura dada, conhecemos um ponto, que é 
o ponto de coordenadas (a; 0), e a inclinação 8. Podemos, 
então, escrever a equação da reta pela fórmula: 


m =1tg9 e 
(xo; Yo) = (a; 0); 
temos, então:y — 0 =1tg0-(x—-a)=y=1g0-(x- a). 


Nesta última expressão, substituímos tg por La 
cos 


Ea “(x-a)=y-cosB=senB-(x-a)= 
cos => y:cos0=x-senf-a-senB > 
= vcos0-x-senf+a-senB=0. 


y-yo=m:(x-— xo), onde: 








obtendo: y = 


Esta expressão final corresponde à alternativa d. 


Posições relativas de duas retas 


Duas retas distintas de um plano podem ser: 
e paralelas, quando não têm ponto comum; 
* concorrentes, quando têm um único ponto comum. Re- 
tas concorrentes serão perpendiculares, quando formarem 
entre si um ângulo reto. 







(u; v) = paralelas 
(u; r) = concorrentes 
(r;s) = perpendiculares 


m Retas paralelas 

Neste capítulo vamos aprender a reconhecer se duas re- 
tas são paralelas ou concorrentes, analisando exclusivamen- 
te suas equações. Faremos isto separando as retas em verti- 
cais e não-verticais. 


Retas verticais 

São facilmente reconhecíveis pois suas equações são do 
tipo: x =-constante. Veja, por exemplo, a reta de equação 
x-— 5=0 ox =õ5. Nesta reta, todos os pontos têm abs- 
cissa x = 5 e, por isso, ela é paralela ao eixo de ordenadas. 
Veja seu gráfico: 


Y x=5 





Qualquer outra reta que tenha uma equação do tipo 
x = constante também é vertical e, portanto, paralela à pri- 
meira reta considerada. Por exclusão, qualquer reta não- 
vertical é concorrente com uma reta vertical. 
Exemplos 
1. Às retas r e s, de equações: 


rx+7=00x=-7/2 
sx - 9=00x=3 

são paralelas entre si pois ambas são retas verticais (têm equa- 

ções do tipo x = constante). 


| 
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2. As retas u e v, de equações: 
u: 5x -8=08x=õ8/5 
v:Zx+3y-7=0 

não são paralelas pois a reta u é vertical, e a reta v, não. 


Retas não-verticais 
Sendo r e s duas retas não verticais, de equações: 


nry=mex+n, 

sy=m'x+n, 
podemos afirmar que: 
e se os coeficientes angulares m, e m, são iguais, as retas r 
e s são paralelas entre si, pois formam com o eixo x o mesmo 
ângulo de inclinação a (veja o caso a, na figura). 
e se os coeficientes angulares m, e m, são diferentes, as re- 
tas re s são concorrentes. Elas formam com o eixo x ângulos 
de inclinação diferentes (veja o caso b, na figura). 





rê's 


Exemplos 
1. as retas r e s, de equações: 


nry=2x-3 PRE 
Ellmes)-mem=? 


são paralelas, pois os coeficientes angulares são iguais. 
2. As retas u e v, de equações: 


fofa an > my = lim = 5 
são concorrentes, pois os coeficientes angulares são diferentes. 
3. as retas de equações: 
ado |l=00y=-3x+1l=>m=-3 


5 
q6x+2y+5=00y=-)k-——=m= 


são paralelas entre si. 


EXERCÍCIOS 


1. Determine a constante k de modo que as retas r e s, de 
equações 3x + 2y — | = Oekx — 4y + 5 = 0, respectiva- 
mente, sejam paralelas. 


Solução 
Temos: 
nm+y-l=0sm=-L=-> 
b 2 
a k k 


Para que r e s sejam paralelas, seus coeficientes angula- 
res devem ser iguais e, portanto, 


meme -S==W=-I2=[k= 6] 


9. Consideremos a reta r, de equação 4x + 2y — 1 =0,€ 
o ponto P, de coordenadas (3; 2). Determinar a equação da 


reta s, paralela à reta r, passando pelo ponto P. 
Solução 
Temos o seguinte esquema: 


r 
s 
P(3;2) 1:4x+2y-1=0 


Inicialmente, calculamos o coeficiente angular m,: 


nt l=00m=-D=-Se=-? 


Como s é paralela à r, temos: m, = m,. Portanto, 
m, = —2. Temos, agora, a seguinte situação: a reta s tem 
coeficiente angular m, = —2 e passa pelo ponto P(3; 2). 
Nestas condições, já sabemos que a equação de s pode ser 
escrita na forma: 


y-yo=m'(x-x)=y-2=-2:(x-3)= 


»y-2=-2:x+6=|s:2x+ty-—-8=0 


3. Determinar a equação da reta que passa pela origem do 
sistema de coordenadas e é paralela à reta determinada pe- 
los pontos À e B. Dados: A(—2; — 1) e B(1; 5). 
Solução 

Começamos fazendo um esquema que represente o enun- 
ciado do problema: 


(1;5)B r 
caga s 
(0;0) 


A reta s, paralela à reta r determinada pelos pontos À e 
B, tem coeficiente angular m, igual ao coeficiente angular 
m,. O valor de m, pode ser determinado lembrando que 
ge o [m=2] 
DoAx x-xp -2-1 —3 2=|[m=2) 
Como m, = m, (retas paralelas têm coeficientes angula- 
res iguais), concluímos que m, = 2. 
Agora, já podemos escrever a equação de s, usando a fór- 
mula: y— yo=m : (x—-xo) onde (xo; yo) = (0;0) e 
m = 2; temos, então: 


s:y-0=2-(e-O=y=2:x=[2x-9=0). 


= Retas perpendiculares 


Suponhamos que as retas r e s; de equações 
y=m:x+ney=m,:x + n respectivamente, sejam 
perpendiculares, como mostra a figura seguinte: 





Sendo q e À as respectivas inclinações de r e s, temos que: 
m, = tga e m, = tgf. Observando o triângulo APB, con- 
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cluímos que: a + 180º —B + 90º = 180º 
= 90º +4. €, portanto, 
Sendo B = 90º + a, temos também que: 


wr= wo +o] O 


Calculamos, inicialmente, tg(90º + a); 


te(90º + q) = 200" + a) 


cos(90º + q) — 
sen90º - cosa + sena - cos90º 
cos90º - cosa — sen90º - sena 


Como sen90º = 1 e cos90º = 0, passamos a ter: 


tg(90º + 0) = sm E = — 


Voltando à expressão (D, temos: tg = — 





tanto, concluímos que: 


Este resultado nos diz que, para obter o coeficiente an- 
gular m, de uma reta s perpendicular a uma reta r, de coefi- 
ciente angular m,, devemos inverter o valor de m, e tro- 
car o seu sinal. Guarde este resultado, pois ele é funda- 
mental. É a condição de perpendicularismo de duas re- 
tas não paralelas aos eixos coordenados. 

Exemplos 
1. Sendo r e s duas retas perpendiculares de coeficientes an- 
gulares m, e m,, respectivamente, temos: 


a) sem, = 3; então m, = — 1/3; 
b) sem, = 2/5; então m, = —5/2; 
c) sem, = — 1/4; então m, = 4; 
d) sem, = — 1; então m, = 1. 


2. Asretasres, deequaçõesy = 2x + 3ey = — 5 dd” 

são perpendiculares pois m, = 2em, = — 1/2 e, portanto, 
] 

m, - 

3. Asretasres, de equações 4 — 5y + 3=0e5x + 4y + 
+ 1 = 0, são perpendiculares. Veja por que: 

É PE DP 
b -5 5 





E da 


E DR 1 
bo 4 


m, = — 


Logo, m, = — — e, portanto, r e s são perpendiculares. 
r 


1. Determine k de modo que as retas kx — 2y = 0 e 
(2k— 1)x + 3y — 2 = O sejam perpendiculares. 
Solução 

Os coeficientes angulares das retas dadas são: 


k k 
nk-W=0em=-Te-7"7 
a 2k —1 


Para que as retas r e s sejam perpendiculares, devemos ter: 


l 
= — .— “ m = — À 
m, > mm » 





(2 


2k? — k 
DT DÉ-lo2M-k-6=0; 
resolvendo esta última equação, obtemos: 
k=2 ou k=-3/2 


2. Seja ra reta determinada pelos pontos A(2; 0) e B(— 1; 4) 
esa reta determinada pelos pontos C(5; 7) e DX1; 4), mostre 
que as retas r e s são perpendiculares. 
Solução 

Temos a seguinte situação esquemática: 


s 





D(1,4) 


22 
3 4º 
4 3 
mm=(-5)-(4)- -l e, sendom,*m, = -—1, 
concluímos que r e s são perpendiculares, pois seus coefi- 
cientes angulares verificam a relação de perpendicularismo. 


3. Consideremos a reta r, de equação 4x + 2y — 1 =0,€ 
o ponto P(3; 2). Determinar a equação da reta s, perpendi- 
cular à reta r, passando pelo ponto P. 


à 4 
Sendo, então, m = —- —€ 


Solução s 
Temos a situação-esquema 
ao lado. 


1:4x+2y-1=0 


Inicialmente calculamos o P(3;2) 
coeficiente angular m,: 
r 4x + 2y -|l=0> 
a 4 


q mo — roi id 0, e 2 


Sendo s perpendicular a r, temos: 


E PT 5 
m, E m = 5 |- 


Temos, agora; a seguinte situação: sabemos que a reta 
$ passa pelo ponto P(3; 2) e tem coeficiente angular 1/2;com 
estes dados, sabemos escrever a equação de s: 
sy-yo=m(x— x) = 


| 
pot DAR 


=|sx-2y+1=0). 





| EQUAÇÃO DA RETA 


ps 
Oo 
01 
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4. Consideremos a reta r, de equação 2x — 3y + 14 = 0€ 
o ponto P(3; — 2); determinemos: 

a) a projeção ortogonal de P sobre r; 

b) a distância de P à reta r; 

c) o ponto simétrico de P em relação à reta r. 

Solução 

a) Chama-se projeção ortogonal de um ponto P sobre uma 
reta r o ponto de intersecção de r com a reta que passa por 
P e é perpendicular a r, como na figura seguinte: 


p 


P' = projeção ortogonal 
de P sobre 1 


-— 


p' 
s 


O roteiro para a resolução do problema é o seguinte: 
1) obter a retas, passando por P e perpendicular a r (situa- 
ção idêntica à do problema anterior); 
2) obter o ponto P”, intersecção de r com s. 


Vamos aos cálculos: 


Como P(3; — 2) pertence à se m, = — 3/2, a equação 
de s é: 


y-yosm(e-ng=s-(-D=-5"(8-3)= 


> 2y+4=-Ix+9=|]3x+2y—-5=0 


e o ponto P'(x; y), intersecção das retas r e s, deve satisfazer 
as equações de re s, ou seja, deve satisfazer o sistema: 
r2x-3y+ 14=0 
s:3x+2y-—-5=0 
Resolvendo o sistema, obtemos: x = — 1 e y = 4; logo, 


o ponto P”, projeção ortogonal de P sobre r, é:| P'(— 1; 4) |. 


b) Chama-se distância do ponto P à reta r ao compri- 
mento do segmento de reta perpendicular a r passando por 
P, como na figura seguinte: 





PP' = distância dePar =do, 


Chamando de d a distância de P à r e sendo P(3; — 2) 
e P'(— 1; 4), temos: 
d=dp,=dpp=(AxP+(Ayf=[3-(—DP+(-2-4P= 
-d=42+(-6)=([16+36=52=|d=2/13 
c) Chama-se simétrico do ponto P em relação à reta 
r ao ponto Q, de modo que a reta r seja a mediatriz do seg- 
mento PQ, isto é, de modo que a reta r passe pelo ponto 


médio do segmento PQ e seja perpendicular ao segmento PQ: 
P 


P e Q simétricos em 
relação à reta r. P' 
Q 
No caso particular em que o ponto P pertence à reta r, 
o ponto simétrico dele em relação a r é ele mesmo. 


Vamos, agora, ao cálculo do ponto Q, simétrico de P em 
relação a r. Temos: 


P(3; — 2), P(— 1; 4), Q(x; y) e P' é o ponto médio de PQ; 








logo: 
PRP ci sim rt RE 
2 2 
neo. 269 - 
= s4=2D2 5 ,=10 
YP' 2 2 y 


Distância de ponto a reta 


Conforme vimos no exercício anterior, distância de um 
ponto P a uma reta r é, por definição, o comprimento do 
segmento de reta perpendicular a r passando por P, como 
na figura seguinte: 





PP' = distância de Pa r=d,, 


Dada uma reta r, de equação a x + b: y+c=0,e 
um ponto P, de coordenadas (xo; Yo), à distância de Pa r 
pode ser calculada: 

e efetuando todos os cálculos realizados no exercício ante- 
rior, itens a e b; ou 
e aplicando a fórmula: 


—laxotbyotoe) 


d 
Por AZ + pi? 7 b? 


“ 





A fórmula acima nos diz algo bem simples: para calcular 
a distância do ponto P à reta r, basta substituir as coordena- 
das de P no primeiro membro da equação geral de r, tomando 
o resultado em valor absoluto, e dividir por (a? + b?, 
Exemplos | 
1. À distância do ponto P(2; — 6) à reta r, de equação 
3x + dy — 12 = 0, vale: 





ds [3-2+4-(-6)- 12]  ]6-24 — 12] À 
di 32 +42 25 
[=30] 
= 5 = 6 
2. A distância do ponto P(0; 1) à reta 3x — 2y = O vale: 
3:0-2:1] |-2| 2 213 
dp; *————=——mms. q, menos (9 o 9 ia 


- 3. À distância do ponto P(3; — 2) à reta r, de equação 


2x — 3y + 14 = 0, vale: 


do = 2303: (-D)+14]  |6+6+ 14] 
“+ AS — 
Í 22 + (3) (8+9 
= 203 
J13 


Este último resultado, obtido pela fórmula da distância 
de ponto à reta, confirma o resultado obtido no item b do 
exercício 4 (pág. 42). 


EXERCÍCIOS 


l. Calcular a distância do ponto P à reta r, em cada caso 
seguinte: 
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a) P(0;0)e r: 3x + 2y = 1; 

b) P(1;2)er:y = 3x; 
annjEeR*E- a) 

d) P(Z;S)er x =. 

Solução 

a) Inicialmente, obtemos a equação geral de r: 


r3x+2y=1=3x+2y — | =0;sendo P(0; 0), temos: 
[3-0+2:0-1| |-1| 13 


— —— ——————————————— oO ———— — —- 


dC ra Dos 


b) Obtemos a equação geral der: y = 3x = 3x —- y=0; 
sendo P(l1; 2), temos: 


clui-se que o ponto P (1; 3) pertence à reta r: y = 3x. 
d) À equação geral da retax = léx — 1 = 0; com P(2; 5), 
temos: d RE RA DS fto Ed 
Eid Dr Vi 
2. Calcular a distância entre as retas paralelas de equações 
ráx+3Iy+li7=0€es:4x+3y+2=0. 
Solução 
Temos a situação esquemá- 
Fr tica ao lado. 


S Calculamos a distância en- 
tre as retas paralelas r e s, to- 
mando um ponto P pertencen- 
te a uma deias (por exemplo, 

a reta s) e calculando a distância deste ponto P escolhido até 

à outra reta. 

Para escolher um ponto P pertencente à reta s, adotamos 

um valor qualquer para a abscissa x e, a seguir, usando a 

equação da reta s, calculamos o valor de y correspondente; 


EQUAÇÃO DA 


CIRCUNFERÊNCIA 





Consideremos uma circunferência de centro C(a; b) e 
raio R: 





veja: 


adotando x = 1, substituindo em s: 4x + 3y + 2 = 0, temos: 
x=]24:1+3y+2=0=3y+6=0=»y=—2; 


portanto, temos o ponto escolhido P(1; — 2). 
Agora, calculamos a distância do ponto P(l; — 2) à reta 
r de equação 4x + 3y + 17 = 0, usando a fórmula: 


RR E A ni A 4-6+17./ 15 


Portanto, se a distância do ponto P à reta r é 3, a distân- 
cia entre as retas paralelas r e s também é 3 pois o ponto 
P pertence à reta s. 


3. A altura relativa ao lado BC do triângulo ABC é h; sen- 
do A(8; 1), B(0; 0) e C(12; — 5), calcule a medida de h. 
Solução 

Fazemos uma representação gráfica do enunciado do 
problema: 





Percebemos, pela figura, que a altura h é a distância do 
ponto À à reta determinada pelos pontos Be C. Para calçu- 
lar esta distância, precisamos da equação geral da reta BC; 
isto nós obtemos usando o determinante: 














Xp YB l 0 Õ l 
xc yc Il=06/12 -5 1|=0=|5x+12y=0 
x 3 x vd 


Agora podemos calcular a distância do ponto A(8; 1) à 
reta de equação 5x + 12y = 0, usando a fórmula apropriada: 





gu UB+I2-1] | 40+12 52 (52 
ns sr ad sr OS TI ni 
5 + 12º 25 + dd (169 13 


Sendo a distância do vértice A ao lado BC igual a 4, con- 
cluímos que a altura relativa ao lado BC é, também, 4 


À circunferência é uma figura geométrica constituída de 
infinitos pontos, que têm a seguinte propriedade: a distân- 
cia de qualquer ponto da circunferência até o centro C é sem- 
pre igual ao raio R. Se P(x; v) é qualquer um desses pontos, 
então a distância de P até C é igual a R e, então, usando 
a fórmula da distância entre dois pontos, temos: 


Ea. a NA 
PC=R=dpç=R=v(x-ar+(y-by=R. 


Elevando ambos os membros da equação ao quadrado, 
temos: 


(x - af +(y-bP=Ró 





Esta é a equação da circunferência de centro (a; b) e raio R. 

Um caso muito particular 
de equação da circunferência 
é aquele em que o centro é o 
ponto (0; 0): 








A CIRCUNFERÊNCIA 


À EQUAÇÃO D 


pos 
(9.6) 
+] 
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e 


Temos então: 


mera gen a 


- (x - 02 +(y - 0) =Rº 


Exemplos 


1. À equação da circunferência de centro (0; 0) e raio 5 é: 


C(0; 0) 


extepeso 
R =5 
2. À equação da circunferência de centro (0, 0) e raio 1 é: 


(RO + pet [Er] 


3. À equação da circunferência de centro C(1; 1) e raio 1 é: 


is — 2 4 — by? am R? 
= RIP + AA fe 12 


> 


C(1; 1) 

R =1 
Abrindo os parênteses, temos: 

X-UuX+l+y-2+Il=lo 


>» xX+y -2x-2y+1=0) 

4. À equação da circunferência de centro (— 2; 1)e raio 1/2 é: 
o 1) 
R = 112 


-(x-al+(y-bÊ=RO- 


=(x+2P+(y- 1P= (3). 
Abrindo os parênteses, temos: 
Prltsty-+l=o 


> 4x + I6x+ 16+4y2 —-8y+4=15 
=> |4x) + 4yº + l6x — 8y + 19=0|. 
EXERCÍCIOS 


1. Determinar a equação da circunferência de centro na ori 
gem dos eixos e que passa pelo ponto P(3; 4). 
Solução 

Inicialmente, determina- 
mos o raio R lembrando que 
o raio é a distância do centro 
C até qualquer um dos pontos 
da circunferência. Como o úni- 
co ponto conhecido da circun- 
ferência é o ponto P(3; 4), va- 
mos calcular o raio usando a 
distância entre P co centro C: 


R = dpc sR=V3-0/+(4-0/5 
-R=V9+16=V5=|R=5|, 
Agora já podemos escrever a equação da circunferência: 


(089 24205» [0705] 


2. Determinar a equação da circunferência na qual os pon- 
tos A(5; 7) e B(— 1; — 1) são as extremidades de um mesmo 
diâmetro. 
Solução 

Temos a seguinte situação: 





A(5;7) 


(-1;-1)B 


* Sendo AB um diâmetro, então o ponto médio do segmento 
AB é o centro da circunferência; as coordenadas do ponto 
médio se calculam pelas fórmulas: 


art It. so 

tc Ta 2 2 
yrtye T+A(-D) 6 FIUBI) 

RO a q a 


Agora calculamos o raio, usando a distância de C até o 
ponto À (ou até o ponto B): 


(085) 2 R = des = EF EEST = 


Ds R= 0416 = 5 [R=5|, 
Escrevemos a equação da circunferência de centro C(2; 3) 
erioR=5:(x-a)/+(y-bP=R?S 
(x-2+(y-3P= Ss 
Eliminando os parênteses e agrupando os termos seme- 
lhantes, obtemos: x) — 4x +4+y — 6y+9=255 


=Ix+y — 4x -—- 6y- 12=0). 






Reconhecimento de uma 
equação de circunferência 


Já sabemos escrever a equação de uma circunferência de 
centro (a; b) e raio R: 


(K-aP+(y-b)=R 


Eliminando os parênteses e agrupando os termos seme- 
lhantes, temos: x? — 2ax + a? + y? — 2by + b? =R 


2 +y?-2x-2y+a2l+b? -R2=0](1) 


Suponhamos, agora, a situação inversa: temos uma equa- 
ção e queremos saber se ela representa ou não uma circunfe- 
rência e, em caso afirmativo, determinar o centro €e o raio. 

Uma equação representará uma circunferência se ela for 
equivalente a uma equação do tipo da (D), e, nesse caso, 
a e b serão as coordenadas do centro C, e R será o raio se 
R for positivo. Acompanhe, com atenção, os seguintes 
exemplos: 

lx +y) 4x + 12y+15=0. 
Comparemos a equação dada com a equação (D: 


(erra [+ a2)-ylr15]-=0 
*+y|- 2x o 


-2a = -4 54 
— 2b = 


12 
ml +b - R2=1504+36-R2=]5= 


Portanto, a equação dada representa a circunferência de 
centro C(a; b) = (2; —6)e raio R = 5, 


Ho 
| 
ho 
a 
so 
: o 
+ 
o 
o 
| 
Zó 
o 
N 
o 


| 
U 
o 


Scanned by CamScanner 





2. x2+3y + 6x+4y-20=0, 
Comparando com ( 1), concluímos que a equação dada 


não representa uma circunferência pois o coeficiente de 
é 3, enquanto que o de x? é 1, o que não ocorre em(D. 


3.4x2 + 4y? —- 8x +6y - 1=0. 
Inicialmente, dividimos a equação dada por 4, obtendo: 


x2 + y? — 2x + = y - + = 0; agora, comparando 


3 3 e od 
J-n-d-se-aj-c(u-d) 
2 featdo sda 9 pr. 
A R 4 | + 16 R 
= lia Tita a 
= 4 > R | + 16 + 4 
29 29 
É = Ls — NO? 
E Ca 
Portanto, a equação dada representa a circunferência de 
Cll;-—JeraioR = N29 
centro : 4) €rai 4” 
4x) + y? + 3xy — x + dy —-3=0. 


Comparando com( [), concluímos que a equação dada 
não representa uma circunferência devido ao termo misto 
3xy que não existem em ( 1). 


5x +y)—-2x- 6y/+20=0. 
Comparando com (1), temos: 
-2a = -2>4a4=1 
—2b = -6>b=3 
- (a +b -R=20=1+9-R2=205 
- R=-I0-|RÉR) 


Portanto, a equação dada não representa uma circunfe- 
rência, já que seu “raio” não seria um número real. 
Finalizando, podemos afirmar que uma equação do 2º 
Brau em x e y representa uma circunferência quando: 
* Os coeficientes dos termos em x? e em y? são iguais e não 
nulos (iguais, inclusive em sinal). (Caso estes coeficientes não 
sejam iguais a 1 — como no exemplo 3 —, a primeira provi- 
dência a ser tomada é dividir a equação inteira pelo coefi- 
ciente de x?). 
* não existir na equação o termo em xy. (Quando isto ocor- 
rer, o coeficiente deste termo deverá ser, necessariamente 
nulo). 
* com as providências anteriores, caímos numa equação do 
tipo da O 
X +y —-2Q:x-2-y+al+b - R2=0 


na qual o termo independente p é tal que: 
p=as+t Res Ri=9+b-p 
onde, necessariamente, a? + b? — p > 0, pois o raio de 
uma circunferência é sempre um número positivo. 
Repare que o centro C (a; b) pode ser facilmente obtido 
da equação através da seguinte “regra”: 


oe 


metade, com; 
sinal trocado! 


= C(a; b) 


1. Determinar a equação da reta que passa pela origem do 
sistema de coordenadas e pelo centro da circunferência de 
equação x? + y? —- 4x +8y- 1=0. 
Solução 

Inicialmente, calculamos o centro C(a; b) da circunferência 


dada, ra pa 69 dada anteriormente: 
x + e dO Ma RA 
ORICE 


RS 1 
metade, com: 


sinal trocado 


cone 4 


sinto -4 = [02; -4)| 


Agora, podemos escrever a equação da reta pedida, lem- 
brando que ela passa pelo ponto (0; 0) (conforme o enuncia- 
do) e pelo ponto C(2; — 4); usamos o determinante: 


O 01 
2 -4 1) =0=>2+4x=0=[y+2%=0] 
x vil 


2. Calcular a área do círculo limitado pela circunferência 
de equação x? + y? + 4x — 2y — 20 = 0. 
Solução 

Lembrando que a área S de um circulo é calculada pela 
fórmula S = xR*, onde R é o raio da circunferência que li- 
mita o círculo, percebemos que primeiramente precisamos 
do raio para, depois, calcularmos a área do circulo. 
º cálculo do raio R 

Usamos a “regra” dada anteriormente para calcular o cen- 


o q À Ea = 
tro: x +r 6a * (9 v— 20 =0 


SR 
jmetade, com: 
sinal trocado: 


U y 
a= -Bb=1=[C-21)| 


Como o termo independente — 20 é formado por a” + 
+ b? — Rº, temos: a? + b? - Rº=-M>4+1+ 


-R'=-200=5Rº=255=/|R=5|. 
e cálculo da área S 


S=7R$;R=5=S=7:5=[S= 257 


3. Determine o maior valor inteiro de m para o qual a equa- 
ção 2x” + 2y" — 4x + 8vy + m = 0 representa uma cir- 
cunferência. 
Solução 
À primeira providência a ser tomada é dividir a equação 
toda por 2 (coeficiente do x”); temos: 
2x) +2y? —- 4x + 8y+m=0 


(Do x +y CD: x (+39): 1+5*0 
y y 


isinal trocado: 


. 
.——— E 


ENO <ã - [C(1;-2)] 


Lembrando que o termo independente é a* + b? — Rº? 
e que Rº é sempre um número positivo, temos: 


m 2 2 2 m 2 2 
qee+b-R=oS=+(-2)-R'o 


À EQUAÇÃO DA CIRCUNFERÊNCIA 


pa 
(8,0, 
(o 
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ts 
(e 
Õ 


MD sS- Rê 


Como R? é sempre positivo, temos: 5 — Ey >0> 


a e a o sm 5 a SS cs 


Como o enunciado pede o maior valor inteiro possível 
para m, concluímos que 


4. Nas equações seguintes que representarem circunferên- 
cias, determine o centro € O já 

a) (x — 5) + (g+ Dl = 25 

b) (x +22 +yi = 64; 


cx, += 5 =5; 

d)xº e PR 

x +y, + 4y + 20 = 0; 

f) x? Ea a o fd 

g)9x? + 9y? — 24x + 24y + 16 = 0. 


Solução 
2) Comparamos a equação dada com a fquação da circunfe- 


Tência na forma (x — a)? + (y — "e = RÍ, temos: 

(x-5P+(y+2)=250(x-5/+[y-(-2P=5 
Conclui-se, portanto, que:a = 5;b = —2e R = 5; logo, 

é uma circunferência de centro C(5; -2)e raio R = 5. 


b) Analogamente ao anterior, temos: 
(x+2)+y)=64e[x-(- 2)* + y-—0/= 
>a=-2b=0;R = 8. Logo, é uma Ash. Gi à 
centro C-2; O)eraio R = 8. 
Jr+(y-=5e(z- 0 +(y 5 = (15) = 
>az=0b=5;R=õçvs; VeBo: é uma elrcunferência de 
centro C(0; 5) e raio R = 

d) x + y? — 4x = 0; neste caso, é preferível usar a “re- 
gra” dada anteriormente para se calcular o centro (se exis- 
tir, se for mesmo uma circunferência): 


xX+y -4:x=00x)+y? E 3: X D) y+0=0 
uv 


metade, com : 
sinal eia 


y 
= 2b=0 e» [C2;0)| 


O raio R calcula-se usando o termo independente, que 
neste caso é zero: 
at +bl - Rê=0=42+02- 


>» 


Logc a equação dada representa uma circunferência de 
centro C(2; 0) e raio R = 2. 
ex) +y) +47 +20=0 <> 


ad x 6)-y+20=0 


RR=0Rê=45 


| metade, com 
| sinal trocado | 
' 


2 =0;b = Ra — 2) 
Calculamos o raio R usando, o termo independente, que 
neste caso é 20:22 + b? — RÉ = 20 = 
-0+(-22-R?=20=4-Ri=20=R?=-l6 


Como R? é sempre um número positivo, concluímos que 
a equação dada não representa uma circunferência. 


' metade, com | 
sinal trocado 1 


] 
= 0; b E —- 2 = 
] 
má c(o; = 4) 
a? + b? Re0. 0+L Rego Rial. 
: 4 
“a 
dd 
Portanto, temos uma circunferência de centro c(o; — 3) 
e raio R = lê. 


g) 9x” + Oy? — 24x + . + 16 = 0; começamos dividin- 
do a Ne toda (B 


ara om ! 
! sinal trocado 1 


Portanto, a equação dada representa a circunferência de 


centro C ET eraio R = 3: 


Posições relativas de 
reta e circunferência 


Se a é uma circunferência e r uma reta do plano cartesia- 
no, podem ocorrer três situações, conforme as figuras se- 


guintes: 


a) b) 
(o, r a r 
Es 
Q ' 
= 


r é secânte a & r é tangente a A 
rNa-(P a), pa Na =(T) 





Cc) 


ré externa a & 
Nac 
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Concluímos então: 
e r secante a q: neste caso, a reta e a circunferência têm 
dois pontos comuns e a distância do centro C da circunfe- 
rência à reta r é menor que o raio R; 
e r tangente a q: neste caso, a reta e a circunferência têm 
um único ponto comum, chamado de ponto de tangência e 
a distância do centro C à reta r é igual ao raio R; 
e r externa à q: não existe ponto comum entre a reta r e 
a circunferência a e a distância do centro C à reta r é maior 
que o raio R. 

Resumindo, podemos caracterizar a posição relativa de 
uma reta r com uma circunferência a através da distância 
do centro C à reta r: 






Ed 


<Reorésecante aa (fig. a) 
= Rerétangenteaa (fig.b) 
> Reréexternaaa (fig. c) 





o 

« À circunferência q, de equação (x-12+(y-2)= 

= 9,careta r, de equação 12x + 5y = 0, são secantes. Veja 
por que: 
(x -— 1)? + (y — 22 =9=> C(1;2)e R = 3; calculando 
a distância dc, , do centro C(l; 2) à reta r: 12x + 5y = 0, 
temos: 





: 12-:1+5:2] 2 2, 
Gr  V122+5 vi6 13 


Como dc, é menor do que o raio R(R = 3), conclui-se que 
a reta r é secante a a. 


OBSERVAÇÃO Se quiséssemos calcular os pontos de 
intersecção da reta r com a circunferência a precisaria- 


mos resolver o sistema de equações formado pela equa- 
ção da reta r com a equação da circunferência q. Vere- 
mos isto num exercício resolvido. 





2. A circunferência de equação x? + yº = 1, cujo centro é 
a origem (0; 0) e tem raio 1, e a reta de equação x + y + 
— v2 = 0 são tangentes. Temos: 


| 3 nã 
Agar So "1 ; logo, dc, , = R = 1. 


3. A circunferência de equação x? + y? = 4, de centro na 
origem (0; 0)e raio R = 2,ea reta r de equação x + y + 
+3/2 = 0 são exteriores (não se interceptam). Veja: 


0 + 0 + 3/2] 32 
de, Ri 5 2 13 E pn = 
q1º + 1º v2 
distância dc, é maior do que o raio R, conclui-se que a reta 

r não intercepta a circunferência dada. 


EXERCÍCIOS 


1. Determinar os pontos de intersecção da reta r, de equa- 
E 2x — y + 3=0 coma circunferência de equação xº + 
+y 4 +3=0, 
Solução 
Para encontrar os pontos de i intersecção (se existirem) da 
reta com a circunferência, resolvemos o sistema formado com 
as equações: 


2 + yê — 4y + 3 =0 
Substituindo o valor y = 2x + 3 na equação da circunfe- 


= R; como a 


rência, obtemos: x? + (2x + 3) -42x+3)+3=05 
> x +4x + 12x+9-8x-12+3=00 
= 5x + 4x =0 
Resolvendo esta equação do 2º grau, obtemos dois valo- 
res possíveis para x e, por conseguinte, dois valores possí- 
veis para y, O que indica que existem dois pontos de inter- 
secção entre a reta e a circunferência. Logo, elas são secantes. 
Vamos, agora, terminar de resolver o sistema: 


x =0ou 
2 +4x=0=x (5x+4)=0=45x+4=0, = 
>%= —— 


Substituindo estes resultados em y = 2x + 3, obtemos: 
=0ey=2k+3)I=2y=2:0+32y=3» 


X 
= [Pi (O; 3] 





o 
tes 
H 
ho 
Ea 
+ 
tos 
U 
- 
H 
to 
Sim 
sa 
E 
+ 
tus 
H 


am * 


Logo, o outro ponto de intersecção é P, ( =: 5) 
2. Calcular o coeficiente angular m para que a reta de equa- 
çãoy =m x seja tangente à circunferência x? + y? 

— 10x + 16 = 0. 
Solução 


()x2+y2-10x+16=0 
rly=mxoumx-y=0 


* começamos ng qd o Fig + : o raio R da circunfe- 


rência q: xº + yê — + = 
ex + CIO “O. v+16=0 


nin çê com | 
sinal trocado 


E am C(5: 0) 


Como a? + b? — Rº = 16 (termo independente), temos: 


* agora impomos a condição de tangência: 
r é tangentea a & dc, = R; sendo C(5; 0) er: y = 
im: 5-0| 


>25+0-Ri=I6oRê=95 


=mxemx-y=0> ===) 
sa mo + (— 1) 

|5*m| ” pe aaa 

= 3-|5:em|=3:m+1]=»25m = 


=9Ym' + 1)=25m=9m+9>1I6m=9>m 
9 3 


=| s| m=t> 


] 4 


3. A reta r, de equação 3x + 4y + 5 = 0, é secante à circun- 
ferência a, de equação x” + y" — 2x — 6y — 15 = 0. Cal- 
cule o comprimento da corda determinada pela reta r em a. 


A CIRCUNFERÊNCIA 


| FOUAÇÃO D 


ps 
(o 
ps 
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À EQUAÇÃO DA CIRCUNFERÊNCIA 


[ar 
(o 
NO 


Solução 


Temos a situação esquemá- 
tica ao lado: 


Poderíamos, simplesmente, determinar os pontos À e B, 
resolvendo o sistema formado pelas equações de re de a e, 
a seguir, calcular o comprimento do segmento AB através 
da fórmula da distância entre dois pontos. Este caminho, teo- 
ricamente simples, é, quase sempre, algebricamente muito 
trabalhoso. Para evitá-lo, usaremos outro método. 

* calculamos o centro C e o raio R da circunferência: 


edi c— = 


imetade, com! 
«sinal trocado! 
U V 


a=];b=3=>|(C(1;3) 
+ -Rêi=-15= 
1 +39 -Rê=-|5= 
>1+9-Rº=-|15> 


* calculamos a medida do segmento CM, distância do cen- 
tro C à reta r: 


C(; 3) o de = 
DE róni der 32 + 4? 


o de= 7 =4=CM=do=4=] CM=4 | 
o 


* aplicamos o teorema de Pitágoras ao triângulo CMB: 
E = (CM + (MB) | 


à a já » 
R=5;CM=4 a 


[555] 
Como M é o ponto médio de AB, concluímos que 


[as =6] 


4. (FUVEST) A reta de equação 3x — 4y = 6 intercepta 
a circunferência 4x? + 4y? — 8x + l6y = 5 nos pontos À 


2 


e B. Determine o valor de tg 2) » Onde q é a medida do 
ângulo ACB e C é o centro da circunferência. 





B) 4x2+ 4y2-8x+ 16y-5-0 





3:1+4:3+5]. 


Solução 
* determinamos o.centro C e o raio R da circunferência: 
4x? + 4y? — 8x + 16y — 5 = O (dividimos tudo por 4) 5 


2 +y (Dx (64): -2=0 
“4 
po === *-- - 


metade, com ! 


tes ' 
(sinal trocado j 


y y 
a=l;b=-2> 
C(1; —2) 
4 
De <a 
>1+4-R n 


- [R= 52 


e determinamos a medida de CM: 


CM é a distância do ponto C(1; — 2) à reta r de equação 
3x — 4y — 6 = 0; então: 


CM = de, = 3:1-4-(-2-6] - 


E Rm 
25 5 


preco 
[enc] 


e determinamos MB: 


No triângulo retângulo CMB, usando o teorema de Pitá- 
goras, obtemos: 


2 à 2 É 
(BC) = (CM)? + (MB) ! à) 


13 +8- 6] 


12 + (MB)? = 
= - RR = NS qu 
(MB) 4 
a É RES q 
(MB) 4 


21 
-| mB = É 





* calculamos tg (=); 


No triângulo CMB, temos: 


a cateto oposto 
1(5) = Sono 





MB 212 . , 
= E = 421/2 


cateto adjacente CM 


A 
GF] 
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RESUMOS 


E EXERCÍCIOS 


Correspondem a Matemática 








Operações 
e Intersecção 


Noções 

Simbologia 

a (e) E (pertence) e União 

v (ou) X (não pertence) AUB= 
| (tal que) D (contém) 

3 (existe) Z (não contém) e Diferença 


X (não existe) C (contido) 
vY (qualquer que seja) Z (não contido) 
2 (vazio) 
e Complementar 
Conceitos primitivos e suas relações 
e Conjunto, elemento: conceitos primitivos. 


XX EXERCÍCIOS 


1. Dados os conjuntos A = [0;1), B = [0;2;3) e 

C = [0; 1; 2; 3), classifique em verdadeiro (V) ou falso (F) 
cada afirmação abaixo: 

a)J( )JACB Bt TUCA JINACC 
D()BDC o()BCC DD JIGZHEB 


2.SeACBCCex£f B, então, necessariamente: 

ax Cc b) x E À Jxel 
d)xA e)xE AouxEC 

3. (MACKENZIE — SP) Se A e B são dois conjuntos tais 

que A CBeÃ = (7, então: 

a) sempre existe x E A tal que x E B 

b) sempre existe x E B tal que x E A 

c) sex € Bentãox E À 

d) sex € Bentãox E À JANB=] 

4. (PUC — SP) Supondo A, B e C três conjuntos não va- 

zios, assinale a alternativa correta: 

aACCBNC=O =ANBAA 

DACBCNAZG=CCB 


e Pertinência: relação entre elemento e conjun- 
to. Um elemento E ou É a um conjunto. 

e Inclusão: relação entre dois conjuntos. Um 
conjunto C ou Z em outro conjunto. " 
A C B: todo elemento de À é elemento de B. 


ANB=|x|xEAAxEB) 


KiIzEAvIzEB) 


A-B=|x|x€ An x£B) 
se BC A então | CÊ = A -B| 


sm 


— páginas | a 48 


Conjuntos numéricos 


Conjunto dos números naturais 
!=[0,1,2, 3, 4,5,...] 
Conjunto dos números inteiros 

=|... -3,-2,-1,0,1,2,3, o) 
Conjunto dos números racionais 
Q=[n|x= SP EZ,q EZ, qx0| 
Conjunto dos números reais 

==0QUT 

onde I é o conjunto dos números irracionais 
x € K 
Revizx |z EK 


=|x |x €ERAxX<O 


= = |x 


JACBCCB=>ANCAHG 
)JACBBNCEAD=2ANCA 
JACBCNAZZ=>(ANCCB 


5. (F.G.V. — SP) Sejam A, Be C conjuntos finitos. O nú- 
mero de elementos de À N B é 30, o número de elementos 
de AN Cé 20 e o número de elementos de A NBNC 
é 15. Então, o número de elementos de A N(BU C) é: 
a) 35 b) 15 c) 50 d) 45 e) 20 

6. (PUC — SP) Se A, Be À N B são conjuntos com 90, 
50 e 30 elementos, respectivamente, então o número de ele- 


mentos do conjunto À U B é: 

a) 10 b) 70 c) 85 d) 110 e) 170 

7. (U.F. — AL) Se A e B são dois conjuntos não vazios tais 
que:A U B=[1;2;3;4;5;6;7;8], A — B=[1;3;6;7]e 
B- A = [4;8] então AM Béo conjunto: 


a) O d) (6; 7; 8) 
b) (1; 4) e) [1;3; 4; 6; 7;8] 
c) (2; 5) 


8. (UNESP — SP) Se A = [2,3,5, 6, 7, 8), 


É md 
B'= [1,2,3,6,8/eC = (1,4, 6, 8), então: 193 
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J(A-BNC=[2] dA(B-ANC=dl2 
bD)(B-A)JNC=t(I) e) n.d.a. 
J(A-BNC=t(I 

9. (MACKENZIE — SP) Sendo A = (1,2,3,5,7,8) e 
B = (2, 3, 7), então o complementar de B em A é: 


a) O b) (8) c) (8, 9, 10) 
d) (9, 10, 11, ...) e) (1, 5, 8) 
10. (FUVEST) Calcule: 

o p) DZ x 0,3 
dio 6 3,2 — 2,0 


11. (U.F. — SE) Dados os conjuntos 
A=xXxEN|-I<x<49ecB=[xEZ|0<x<32), 
o conjunto À N B é igual a: 


a) [— 1; 0; 1) d) (0; 1; 2) 
b) [-1; 0; 1; 2) e) [-1;0; 1; 2; 3; 4) 
c) (0; 1) 


12. (FUVEST) O valor da expressão: 
e, para à eb = é 
a) 5 b) 1 c) O d) 3 e) 6 
13. (U.F. — BA) Num determinado concurso, a razão en- 
tre o número de vagas e o número de candidatos é de 1 para 
4. Havendo 1 560 inscrições, o número de candidatos não 
aproveitados é: 
a) 390 b) 520 c) 1040 

d) 1170 e) 1 248 
14. (PUCC) Sejam Q e I os conjuntos dos números racio- 
nais e dos irracionais, respectivamente. Então, sempre é ver- 
dadeira a afirmação: 
axElyEl=x+y EI 
bxEe IyEl=r-yeElI 
JxEQyEl=x- y EI 


)xEQyEQ=[ €0; 





e) n.d.a. 

15. (CESGRANRIO) Ordenando os números racionais 
Pp pgs e [= S> obtemos: 

a)p<r<q d)q<r<p 
bqgq<p<r eJr<q<p 
c)r<p<q 


16. (F.C. CHAGAS — SP) Um subconjunto X de núme- 
ros naturais contém 12 múltiplos de 4, 7 múltiplos de 6, 5 
múltiplos de 12 e 8 números impares. O número de elemen- 
tos de X é: 

a) 32 b) 27 c) 24 d) 22 e) 20 

17. (U.F. — MG) Seja IN o conjunto dos números natu- 
rais, K = [3x|xEN) L= |5x|xeNem = 
(15x | x € N). Qual a afirmativa certa? 


aaKUL=M d)K-L=M 
bKCL )KNL=M 
ON -LeM 


18. (CESGRANRIO) A intersecção do conjunto de todos 
os inteiros múltiplos de 6 com o conjunto de todos os intei- 
ros múltiplos de 15 é o conjunto de todos os inteiros múlti- 
plos de: 

a) 3 b) 18 c) 30 d) 45 e)'90 
19. Assinale a alternativa correta: 

a) se p é primo, então p é ímpar 

b) se p é primo, então p + 2 é ímpar 

c) se p é primo, então p + 1 é par 


d) se p é primo, então p? é ímpar 


e) n.d.a. 

20. (CESGRANRIO) O máximo divisor comum de 20 e 
32 É: 

a) 8 b) 5 c) 1 d) 2 e) 4 


21. (FUVEST) Sejam a e b o máximo divisor comum ce o 
mínimo múltiplo comum de 360 e 300, respectivamente. En- 
tão o produto ab vale: 
Es” b) 23" 5 rss 
dr” s Rd gi; 
22. (CESESP — PE) Sabendo que a soma de dois números 
inteiros e positivos é igual a 1 012 e que o máximo divisor 
comum e o mínimo múltiplo comum destes dois números 
são, respectivamente, 4 e 7 840, tem-se que estes dois nú- 
meros são: 
a) 200 e 812 b) 72 e 940 c) 32 e 980 
d) 196 e 816 e) 8e 1004 
23. Considere os conjuntos A = [n E N |n=2k+1, 
k E NJeB=[nEN|néprimoen > 2). É correto 
afirmar que: 
a) A =B b) AUB=B )JANB=g 
dJACB ce) BC A 
24. (F.M. SANTA CASA — SP) Dentre os números V2+3, 


r+ 1, 25, 5 e V3 + 3, 0 maior é: 

a) V2 + 3 brx+1] c) V3 + 3 
q e) 2v5 
3 


25. (PUCC) Suponha que um cometa À atinja o ponto mais 


/ próximo da Terra, em sua órbita, a cada 20 anos, um come- 


ta B a cada 30 anos e um cometa C a cada 70 anos. Se em 


Ç 1985 os três estiverem simultaneamente o mais perto possí- 
vel da Terra, então a próxima ocorrência desse fato se dará 


no ano de: 
a) 2 105 b) 2 405 c) 2 600 
d) 3 205 e) 3 600 

26. (FAC. MED. JUNDIAÍ) Dados os intervalos 
A=]-2; 1]eB=[0;2)enãoANBeAUB 
são, respectivamente: 
a) JO; [e ]-2; 2 
b) J0; 1] e ]-2; 2) 
c) [0; 1] e ]-2; 2] 
27. (F.G.V. — SP) Dados os conjuntos 
A=[xeR|x>6eB=[xER|x< 3), 
qual a sentença correta? 

d) ANB 

eJAUB 


d) [0;  e[-2; 2 
e) [0; Me [—2; 2) 


a) ACB 
bDANB=g 
c) AUB=[x | 3<x<6) 
28. (F.C. CHAGAS — SP) Dados os conjuntos P = [2; 7] 
e Q = [-3; 5[, podemos afirmar que: 
a)PUQ=[-1;17 d) [334] CPNQ 
b)3€Q-TP eJP-Q=]-3;2 
)JSÉPUQ 
29. (PUC — SP) Sendo o número real x tal que: 
x$]-1;2)x<0oux > 3, pode-se concluir que: 
ax < -loux 23 dx< -loux 22 
b)x< —-loux2>3 eJx< -loux>)3 
cd-|I<er<0ui<rzasa 
S0.SeA =]-0;2) B=[2;+ co[eC =J]l; 2), então 
o número de elementos de (A N B) — C é: 
a) infinito b) um c) zero 

d) dois e) indeterminado 


(x |x>3) 
IR 
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Ed en ENS npara E Rº 
Potenciação e ” 


radiciação Va=beb=ab>0 
en ENº,npar,a E Pº 


Va É P 





Potenciação 


Potência de expoente inteiro Propriedades 
eq 
aq” = a.aaa....a, a E Rn EN, 
Nm 


n fatores az (abr = abr 
(3) [ido 
ae R,nEN es 
“qa = "2º pe Nº 
Radiciação (ar = a 
avo /b LER NEN À definição distingue três casos: 
b ne d, ci Dia en E IN*,n ímpar, a ER 
base 


a: n: expoente a": potência Va=bob =a va" =a 








36. Racionalizar os denominadores das frações: 
X EXERCÍCIOS 5 
b) E) us 


a) ea AZ —— 
V5 v2 v15 
v2 | 2 
31. Calcule as seguintes potências: NZi e) Y7 f) 7 
a) 4º b) (— 2) c) 5º 
Das -1 -2 97.0 valor de (0,2) + (0,16) é: 
nã: sue 0 ; i a) 0,0264 b) 0,0336 c) 0,1056 
g) (2º) h) 2º d) 0,2568 e) 0,6256 
32. Efetuar as operações com as potências: 38. (FUVEST) O valor da expressão a* — 3a'x?y*, para 
a) 24-2º:2+.27 a=10,x=2ey=1,é: 
o Da OA Ce O a) a) 100 b) 50 c) 250 
c) (—5)º:(—5) d) — 150 e) — 200 
d) 5.23 — (— 1 Tas (— 2) + 
cal Ca 39. (F.C. CHAGAS — SP) A expressão a* - a” é equiva- 
lente a: 
33. Calcular as seguintes raízes: a) at” b) 2a” = nr 
a) V25 c) V32 q) 881% e) aM 
b) V125 d) Y— 1024 " 


40. (F.C. CHAGAS — SP) Se x = — ce 
Já. Simplifique os radicais: 


a) V72 b) V27 c) 320 d) V640 = (-2)' a razão entre x e y é: 


ta 


e) V250 f) V128 g) V57-12º | 3 | , 
a) maior que 1 b) igual a 3 
35. Efetue as operações indicadas: c) um número inteiro 
a) (27): Ba b) (YZ): (56), 84) d) um número negativo 
c) (106) : (5v2) d) (630) : (35) 4 
e) V27 + a - V12 f) 5V8 — 3/18 e) um número entre O e 3 


5V2 — V 6 — 354 + 74250 
8) 3V5D + 14288) VI6 — 54 + 7 41. (U.F. — SE) Simplificando a expressão [2º : (2? - 277, 
obtém-se: 

a) 23 b) 27º o) 2º 


sa 
d) 1 e) 195 


o] 
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42. (CESGRANRIO) A representação decimal de 0,01? é: 
a) 0,03 b) 0,001 c) 0,0001 

d) 0,000001 e) 0,0000001 
43. (F.C. CHAGAS — SP) O valor de ab? — a? para a= = 
eb=2xé: 


a) + b) — c) os 
d) —+lx e) -—Ex 
44. (U.N.B) O valor de (5%) é: 
a) 5% Do 9(-25 
d) —5º e) n.d.a. 


DE sad 
45. (FUVEST) = - + 0,036 : 0,04 


a) 8,95 b) 0,95 c) 0,85 
d) 0,04 e) 8,85 
46. (F.C. CHAGAS — SP) O número V2352 corresponde a: 
a) 47 b) 421 c) 28/3 
d) 28v21 e) 563 
47: (UNESP) Sex = 2" eye dd) 
a) VI+5-41* VI=7.2) 
então: 
a) x<y<0 b) 3x>y>0 c) xy = = 
- 21 E as A q 
d) + 5 e) x y 50 


48. (FAC. MED. JUNDIAÍ) Se A=(6? - 95, então A 
é igual a; 


l 2”. l 
1) VI Zoo da 
d -28 
) TU] e) 54 


49. (MACKENZIE — SP) Seja A = 2 + +, x > 0. Então 


b) a + 7) 
Cc) xº'-(2x + 7) 
d) x(2x + 7)! 
e) 2x + 7 


cd (FAC. MED. JUNDIAÍ) (27! + 2 3 tem valor igual 


a “ — 212) 
b) 2 + v2) 
05 
d) 3 
e) + 


o). (IO — SP) O valor da expressão (2*)*: x, para 
x = v2,€: 


a) 2 b) 2v2 c) 4v2 
d) Y2 Jo 
| v2 
52. (F.M. SANTA CASA — SP) A diferença 8º:%--- — 90.s 
é igual a: 
a) 2 b) 1 c) v2 — 3 
d) —2 e) —2v2 


53. Das ças 


D(-,>0CQ IN N-8, VW) £ O 


b) : E, 
HI) 8, —3] C Z, é correto afirmar-se que somente 


d) II é falsa 
e) III é falsa 


a) I é verdadeira 
b) II é verdadeira 
c) III é verdadeira 


2 2 ks 


sn NE A d) 5 + v3 — V4 

b) v5 + v3 — V2 e) 5 — v3 — Vá 

o) v5 —- V3-—- Y2 

99. (FUVEST)Se 4! x 52º = a x 10",comil <a< 10, 
então n é igual a: 

a) 24 b) 25 c) 26 d) 27 e) 28 


56. (F.C. CHAGAS — SP) A expressão x"? — y-? para 


x = + ey = 2 representao número: 
jés 
a) n b) O c) 


7 9 
d) E e) E 
97. (U.F. — RS) Identifique, entre os conjuntos abaixo, o 
subconjunto do conjunto dos números irracionais. 


a) (7; |; 43; 219) 
43 

b) [V-2; n v2; v3); 
E 

c) R “BB V3; = V7) 

d) [V2; 3; V4; 45] 

e) (— pr E ta x; Me 

98. (UNESP) Se p = 

a) p= 213/4.319/4 

b) p= 20.374 

c) p = 292.315 


d) p= 233/2. 31572 
e) n.d.a. 


99. (U.F. — MG) O valor da expressão algébrica 


= + x + vx para x=4€: 


[(2-4:38-277P*, então: 


go — 





e) nenhuma anterior 
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Produtos notáveis 
e fatoração 





Produtos notáveis 


” a + 2ab + b' =(a + b) 
(a + b)=a'+ 2ab+b Fatoração 
(a -—- bl =a! — 2ab + b ax + ay =a(x + y) a — 2ab + b! = (a — b) 


- % 70. Fatore: 
X EXERCÍCIOS pe + peso qu=l 








60. Efetuar: 71. Racionalize os denominadores: 
a) 8x — (1 — 3x) + (5x) + 9) a b) 2 E - E 
a) fe fa ) fe fa a a 
b)-3x — [-x+5 — [8x — (2 + x)) V5 — 3 VT + 3 2v3 + v2 
ox (e + hz = 1) | + 2 3/3 + 245 
À | — v2 3/3 — 25 
61. Usando produtos notáveis, calcule: 
a n + 8 K 72. A expressão (2xº + 1) + (x! — 2) é equivalente a: 
x — D(xé + a) 5(x* + 1) d)x* — 1 
)lx-y-a-lx-y+al b) 5(x! — 1) e) 5x — 5x) +] 
62. Fatorar as expressões: ) 3x + bx + 3 
a) 3x! + 2x c) 2aºb + 4ab? 73.Se(x + 2y) =a,entãoa — (x — y) é: 
b) 5xº + 4xº + 3x d) 2ab” — 6a?b? a) 9x) + Oxy? d) 9xiy + 9y' 
b) 9x2y + 9xy? + 9y) gp 
63. Fatorar as expressões: g q + A + ea de 
a) a(x + 1) — b(x + 1) c) a”x + ax , . 
b) ax + a dax+ta-bx-b 74. (FUVEST) A diferença entre o cubo da soma de dois 
números inteiros e a soma de seus cubos pode ser: 
64. Fatorar as expressões: a) 4 b) 5 o 6 d) 7 o) 8 
a) ax + b'y + a*y + b'x 75. (FUVEST i ' 
b) 20(b — 1) + dah — 17 É ! ne br l o valor da expressão 
c) 2ax + 3ay — dbx — 6by B=-1 41: 
d) 2x — x + 4xy — 2y a) v3 b) 4 c) 3 d) 2 e) v2 
65. Fatore: 76. (F.M. SANTA CASA — SP) A soma 1 - (2x + 1) — 
a) 9x? — | c) x? — 2 -3" (2x +1)+3-(2x+ 1) - 1 equivale a: 
b)4y? — 9 dx — a) 8x” b) 2xº 2 Q8e+i 
R d) 8x — 12X) —-2 8x +IZx+6x- 6 
66. Fatore: ndo Cc) E 
2 2 2 ; ND +13 +12 — 13 
a) (x +y) — a co) a — 4b 77. (F.G.V.— SP)A expressão E = >"————>—— 
b) x* — (x + y)? dJa —- 4b: + a +2b tem como valor: ds 
67. Fatore: a) o b) vz c) v3 
a) x? + 6x + 9 c) x +9xX +1 d) v6 e) 5 
b)xº + (-6x) + 9 d) 9x? —- 6x + 1 78. (PUC — SP) O conjunto 
68. Fatore: A=[x|x= bd) la Ste ) 18 n E Nº 
ax +6x+9 —y Qua bb | : 
equivale: 
bx —- 6x+9-y d) 100 — x? + dxy — 4y? a) ao conjunto rj quadrados dos naturais; 
. , b) ao conjunto dos números pares positivos; 
69. Fatore: c) ao conjunto dos quadrados dos números ímpares; 
a) x + 1 o) 8 + xy d) ao conjunto vazio; ns 
b)27 — x d) x' — 27y" e) ao conjunto dos naturais não nulos. 197 
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79. (U.F. — BA) A expressão: 


9 
E tz *2 nx - 1 E igual a: 
T — ds 
2 
a) O d) -S 
b) -3 : 
-2 )z 
)—3 3 


80. (F.G.V. — SP) Simplificando a expressão: 
2x (x—- 5) — 3x — 5 


81. (F.G.V. — SP) Simplificando a expressão: 
ax - 2x -3) - Hx -2(x- 3) 


(x — 3) 
obtém-se: 
a) * E: fx x a 
b) E E (2 e 
3 
EA 





] 


























82. A expressão ER a ES E é equivalente a: 
l 
dr pr RES 
b) O 
) 3 
nº +3n + 2 
l 
d) 5 
2n + 3 
e) nº + 3n + 2 
Bs ts = y, então y + 7 é igual; 
.5x-4 x + 4 
3) = = 
-5x + 4 5x + 4 
0) x — 9 e) x — 9 
x-4 
je 9 
84. Efetuando-se x EO que , obtemos 
x — 1 x- 1 
X 
a) x+1 
| 
) 5 
o XtI 


85. (F.G.V. — SP) O quociente entre o m.m.c. e o m.d.c. 
das expressões 

A=yr-xyp-xy+y 

B = x? = y? 

C=w-yé: 

a) (x — y') (x — 3) 

b) (xº — yº) (x + 9) 

c) (x — y)/ (x + y) 

d) (x — y) 

e) (x — y)(x + y) 





Equações de 1º grau 
São todas as equações redutíveis à forma: 


Em PR temos as seguintes possibilidades: 
ese [ 2] 
e page " 


ca=0eb=0=wER0:-x=0=S=R 
ca=0ebz0=x/0-x=-b=5=2 






Equações de 2º grau 
São todas as equações redutíveis à forma: 


EQUAÇÕES 
PE com a 0 
. Eai Raízes em R 








Relações entre coeficientes e raízes 





Equações biquadradas 
São as equações da forma 


com a 20 


Método de resolução 


Fem [2 "5 ] [E] idem 


equação de 2º gaua-y +b:y+c=0 
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86. Resolva as seguintes equações: 
a) 9x — 8= Ilx — 10 
bl —- 2x -—- (3x — 10)= 7(3 — x) 








if Td a 


87. Obtenha o conjunto-solução de cada equação abaixo: 
a) x? — 5x =0 b) 3x —- x =0 co) x =9 
d) 4x —- 1=0 eJ-x+1=0 


88. Obtenha o conjunto-solução de cada equação abaixo 
x +3=0 d)x? + 5x + 6=0 
bx - 8x+1=0 e)x? = V2:x 
o)3x - 2x - 3 =0 


89. Resolver as equações seguintes em RR: 





dx - 102 +9=0 dlóx-1=0 
b)4x* —- 5x + 1=0 e) x*— 3x = 0 
)2y + 672 =0 
2-53 , 
90. (U.F. — BA) Na proporção —S-— = EE a 
o valor de x é: 
ais Es ga, 
9 — 10 Edo 9 30 
9 de 
9 10 9 40 
91. (UNESP) Se m € R étal que — É 1, então: 
o) m = 12 dm =3 
b) m + e) nda 
gm da 22 
1 
92. O valor de x, solução da equação a += é: 
d 2 
a) 3 b) 3 c) 3 
d) — + eo 


3 


93. (FUVEST) O dobro de um número mais a sua terça par- 
te, mais a sua quarta parte somam 31. Determine o número. 
94. (U.F. — SE) O número que somado aos seus -* resulta 30 é: 
d) primo 

e) quadrado perfeito 


a) ímpar 
b) múltiplo de 9 
c) divisor de 30 


95. “O dobro de um número mais um terço de sua metade 
resulta no triplo do número” pode ser equacionado por: 


) + É = 3 d+ = 3x 
b)2x + E = 3 )a+T=3 
)a+S=3 


96. (PUC — SP) O quociente entre dois números naturais con- 
secutivos é igual a 1,09090909... (= 1,09). A soma desses nú- 
meros é igual a: 

a) 19 b) 21 c) 23 d) 25 e) 230 


97. (F.G.V. — SP) A soma de 3 números inteiros e consecu- 
tivos é 60. Assinale a afirmação verdadeira: 

a) O quociente do maior pelo menor é 2. 

b) O produto dos 3 números é 8 000. 

c) Não existem números nessa condição. 

d) Falta informação para encontrar os 3 números. 

e) O produto dos 3 números é 7980. 


98. (PUCC) A um aluno propuseram o seguinte problema: 
um número é tal que: 


a) multiplicado por + diminui de 5 unidades; 


b) dividido por >, aumenta de 5 unidades; 

c) adicionando-se-lhe 10 unidades obtém-se outro número 
que é S do número dado. 

O aluno respondeu que o problema é impossível porque, em- 

bora as partes a e b fossem possíveis, o mesmo não se verifica 

em relação ao item c. 

Responda você: 

a) O aluno acertou na resposta que deu. 

b) O aluno errou porque o problema só se verifica em re- 
lação às partes b e c. 

c) O aluno errou porque o problema é possível. 

d) O aluno errou porque o problema só é possível em rela- 
ção às partes a e c. 

e) nda. 

99. (U.F. — MG) De um recipiente cheio de água tiram-se 

£ de seu conteúdo. Recolocando-se 30 É de água, o conteúdo 


3 
passa a ocupar a metade do volume inicial. À capacidade do 


recipiente é: 
450 Db75 QI d) 150! e 180! 
100. Resolva a equação: = — A = EE 


101. Resolva as equações: 

a) (x — 3x + 2) — Xxº — 3x + 2) = 0; sugestão: cha- 
mex —- 3x + 2dey 

DA -x)P-(X-x-1=0 

SM -1)-AWC-D)-1=0 


102. Resolva a equação: 6x2 — 17x! + 12 = 0. 


” 2 l 
103. (FUVEST) A equação — — gro 
a) tem apenas uma raiz real 
b) tem duas raízes reais cuja soma é 1 
c) não tem nenhuma raiz real 
d) tem três raizes reais cuja soma é —1 
e) admite 4 como raiz 
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104. (U.F. — BA) A razão entre a soma e o produto das raí- 
zes da equação 2x) — 14x + 9 = 0 é: 


105. (CESGRANRIO) As raízes da equação x) + bx + 47 
= () são inteiras. Podemos afirmar que: 

a) a diferença entre as duas raizes tem módulo 46 

b) a soma das duas raízes tem módulo 2 

c) b é positivo 

d) o módulo da soma das duas raízes é igual a 94 

e) b é negativo 


106. (FUVEST) A equação E + É -1=0 
tem duas raízes. À soma e o produto dessas raízes são iguais a: 
a) —2 








107. (F.G.V. — SP) O conjunto dos valores de m para que, 
na equação mx” — (m + 3)x + 2m + 1 = 0 a diferença das 
raízes seja igual a 2 é: 


Solução do sistema 


ca A 
- hei ce Too e 


Sistema de equações 
1º grau 


3 GAP (5) € solução do sistema de equações 
E (e: x +do SE q Se ele satisfiz ambas 


108. (MACKENZIE — SP) Um valor de k para o qual uma 
das raízes da equação x? — 3kx + 5k = 0 é o dobro da outra, é: 


109. (U.F. — MG) A soma e o produto das raízes da equa- 
ção px! + 2q — 1)x + 6 = 0 são, respectivamente, — 3 e 
3. O valor de q é: 


110. Calcule o produto das raízes reais da equação x* — 24x? 
— 25 =0. 


111. Sendo a o menor valor real de x que satisfaz a equação 
l6x* = 81, podemos afirmar que: 


aja= -3 
ba=-> 
ga=- = 


d) não existe valor real a 
ejJa= -4 


112. Sendo SC R o conjunto-solução da equação 
2x* — 5x? + 3 = 0, podemos afirmar que S possui: 

a) apenas um elemento 

b) dois elementos 

c) três elementos 

d) quatro elementos 

e) nenhum elemento 


q den - 


. 
x 
+ = 
«d ste. s..7 q é +54 


Métodos de resolução 


* Substituição: isola-se uma das incógni- 
tas numa das equações e substitui-se na 
outra. 

* Adição: transformam-se os coeficientes 
de uma mesma incógnita em números 
simétricos; a seguir, soma-se, membro 
a membro, as equações obtidas. 


ps E 
- . 
y o + = 
= e Pa e 
tá ES Sé , sistema. 
+ q a * é 
h K Rs . * 
Po .s .B, . w 
, . , 
a: 4 
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X EXERCÍCIOS 120. Resolva os sistemas de equações: 
E ir du 5x + 2y = 79 





113. Resolver as seguintes equações em 2: x-y=hl b) Po dy = -15 
a) V-1+2x=x bDl+,V3x- 5=x 
)VRER=x+l dVXFT=5-VKTI 121. (F.C. CHAGAS — SP) Se o par (a, b) é solução do 
— : 3Ba+4b —- 10=0 
e) 2] — 4V3)x — 6=3 sistema fi pd À , entao: 
= bo 9 . 
114. (FUVEST) Subtraindo-se 3 de um certo número, Datb=7 b7=-5 íOJarb=2 
obtém-se o dobro da sua raiz quadrada. Qual é esse número? b 8 
aa eJa- b=-1]l 
115. (FAAP — SP) Resolver a equação Vx + x + 12 = 6. 
3 8 
116. (F.C. CHAGAS — SP) Se x é um número real tal que 0º" 4) =2 
x+vx -— | =1, então o valor de x* é: 122. (PUC — SP) Se 8 Doo 
da dp =] | Tiba 7 die. 
2 então x + y é igual a: 
b) 1 e) -l ou -2 5 | 
c) 1 ou 2 3) — b) == c) 1 
l 
117. (F.G.V. — SP) O produto das soluções da equação 9-5 e) 2 


3x + LL =1é 
Vx 123. (F.G.V. — SP) Numa divisão, o quociente é 8 e o res- 
a) 1 b) 25 c) 16 d) 4 e) 9 to, 24. Sabe-se que a soma do dividendo, do divisor, do quo- 
ciente e do resto é 344. Então, a diferença dividendo menos 

118. (PUC — SP) Quantos números inteiros, estritamente divisor é: 


positivos, satisfazem a equação 5 — 2x = Te Ei a) 127 ” na = [0] à 8 Pre 
a) Nenhum b) 1 c) 2 
d) 3 e) infinitos 124. (F.G.V. — SP) Somando-se 13 ao numerador de uma 


fração, esta se torna igual a 1; somando-se 14 ao denominador 
119. (F.M. SANTA CASA — SP) Seja o número real k 


a solução da equação x — 2 + x — 2 = 0.0 númerok é: 
a) par b) irracional c) maior que 10 entre o denominador e o numerador da fração dada é: 
d) divisor de 9 e) múltiplo de 6 a) 12 b) 5 c) 7 d) 1 e) 13 


da fração dada, esta se torna igual a 3 Então, a diferença 


uma linha poligonal fechada não entrelaçada; seu 


> à =) contorno é formado apenas por segmentos. 
GEOMETRIA PLANA ã y 


Elementos básicos 


Propriedades de um polígono de n lados 





º Soma dos ângulos internos: 





A 
à = . AVB 
V . a S, =(n — 2): 180º 
V â VÁ, VB: lados ' 
B e Soma dos ângulos externos: 
Propriedades (só para os convexos) | S. = 360º | 

Tipos de ângulos 2 Ângulos correspondentes: id = á = b 
A fã. à e Angulos alternos intenos:ãeb = à = e Número de cnº(n-3) 
º Sp Aclogenso a 0º e 90º e Angulos colaterais: Rey = %+y = 180º diagonais: E 
* Angulo obtuso: medida entre 90º e 180º , ; 
º alo raso: medida = 180º Polígonos di 
* Ângulos complementares: têm soma 90º * Todos os lados de mesma medida c 
a a oi têm soma 180º Conceito e Todos os ângulos internos iguais. — 
º Ângulos opostos pelo vértice (o.p.v.): Polígonos são regiões do plano limitadas por Exemplos: triângulo eqiuilátero; quadrado. 201 
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ê XX EXERCÍCIOS X 


' 125. à e À são dois ângulos consecutivos de medidas 40º 
“e 78º. Calcule o ângulo formado pelas bissetrizes desses 


* ângulos. 


* 126. Se o suplemento de um ângulo é igual ao dobro do 
— próprio ângulo, qual é a medida do ângulo? 


“ 127. Três ângulos consecutivos formam um ângulo raso. 
* Sabendo que suas medidas são expressas em graus, por 
x+30º,2x+ 10º e 3x — 10º, calcule x. 


| 128. A medida de um ângulo é igual à de seu suplemento; 
logo, esse angulo é: 
a) nulo c) raso 


e) obtuso 


b) reto 
d) agudo 


129. As bissetrizes de dois ângulos adjacentes e suplemen- 


tares formam um ângulo de: 
a) 135º b)90º c)120º d)70º e) 60º 


130. Duas retas paralelas são cortadas por uma transver- 
sal, formando quatro ângulos obtusos cuja soma é 440º. De- 
termine a medida de um dos ângulos agudos dessa figura. 


131. (F.C. CHAGAS — SP) Na figura seguinte tem-se 
r4/s;teu são transversais; o valor de a + P é: 

a) 140º t 
b) 130º 

c) 120º 

d) 100º 

e) 90º 






















o ângulos látermos 5, = 180º 
“ângulos externos S, = 360º 

E dE ds Esgulo externo 

ângulo externo é igual à soma dos dois in- 


Elementos lineares 


N mediana Pp altura 
M 


Da M: ponto médio 


Pontos notáveis 


132. Na figura seguinte, as retas r e s são paralelas. 
A medida x é: 
a) 230º 





133. Para o decágono regular, calcule: 

a) a soma dos ângulos internos 

b) a medida de cada ângulo interno 

c) o ângulo formado pelas mediatrizes de dois lados conse- 


cutivos 


134. (FUVEST) Na figura abaixo, os ângulos a, b, c e d 
medem, respectivamente, 2x, a e x. O ângulo e é re- 
to. Qual a medida do ângulo f? 

a) 16º 
b) 18º 
c) 20º 
d) 22º 
e) 24º 





135. Na figura seguinte, temos um hexágono regular e um 
quadrado; a medida do ângulo x é: 

a) 90º 

b) 75º 

c) 12º 

d) 60º 

e) 45º 










Quadriláteros 
São os polígonos de 4 lados. 


Propriedades angulares 


Soma dos ângulos internos S, = 360º 
Soma dos ângulos externos S, = 360º 
(só para os convexos) 


“a Encontro Imerscoção das bisserizes  Paralelogramos 
uia nn dio aa pd spt pas 
EL + É Frio” 
Equúilátero fa rise paralelogramo retângulo 
losango quadrado 
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Retângulo 4 ângulos retos 
Losango 4 lados iguais 
Quadrado 4 ângulos retos e 4 lados iguais 


Trapézios 


Um par de lados opostos paralelos, chamados 
de bases; os outros dois lados não são parale- 
los; são oblíquos. 


isósceles retângulo 


escaleno 


Trapézio isósceles Lados não paralelos são 
iguais; os ângulos adjacentes das bases são iguais. 
Trapézio retângulo Tem dois ângulos retos. 
Trapézio escaleno Os lados não paralelos são 
desiguais. 


x EXERCÍCIOS x 


Quadrilátero inscritível 
Se e somente se os ângulos opostos somam 180º. 


Quadrilátero circunscritível 


Se e somente se a sonia de dois lados opostos 
é igual à soma dos outros dois lados. 


Tangências 


Reta e circunferência 
tangentes 





e São tangentes quando têm um único ponto 
comum. 

e (O raio traçado no ponto de tangência é per- 
pendicular à reta tangente. 

e De um ponto externo a uma circunferência 
é possível traçar duas tangentes de compri- 
mentos iguais: PT, = PT.. 

e O centro da circunferência tangente aos la- 
dos de um ângulo se encontra na bissetriz des- 
se ângulo. 


tangente 


Circunferências tangentes 


e São tangentes quando têm um único ponto 
comum. 

e O ponto de tangência c os dois centros sem- 
pre estão sobre a mesma reta. 


tangentes tangentes 
exteriores interiores 


140. (MACKENZIE — SP) Na figura, BD = AD = DC 
e BM = MD. Então a mede: 


a) 45º 
; b) 60º 4 
136. (ILHÉUS — ITABUNA — BA) Em um triângulo cc) 30º 
isósceles, o perímetro mede 80 cm. Sabendo-se que a base  d) 15º 
vale 20 cm, cada lado deve valer: e) 20º 8 6 
a) 10 cm b) 20 cm c) 30 cm ii ! 
d) 40 cm e) 60 cm 141. Num paralelogramo, as medidas de dois ângulos opos- 


137. (MACKENZIE — SP) Na figura, DE é paralelo a 
BC. O valor de q é: 
a) 90º 
b) 80º 
c) 70º 
d) 60º 
e) 50º 





138. (PUC — SP) Na figura: BC = CA = AD = DE; o 
ângulo CAD mede: 
a) 10º A 
b) 20º 
c) 30º 
d) 40º 
e) 60º E É na 

B Ç D E 
139. (PUC — SP) Em um triângulo isósceles a média arit- 
mética das medidas de dois de seus ângulos é 50º. A medida 
de um dos ângulos do triângulo pode ser: 
a) 100º b)90º 60º d)30º e) 20º 
OBSERVAÇÃO: a média aritmética entre dois números é a 
semi-soma desses mesmos números. 


tos são dadas pelas expressões x + 20º e 2x — 10º. Calcule 
os ângulos do paralelogramo. 


142. Num trapézio retângulo, as bases medem 8 cm e 

18 cm. Se um dos ângulos internos do trapézio mede 45º, 

então a altura do trapézio é: 

a) 12 cm b) 18 cm 
d) 10 cm 


c) 8cm. 
e) 9 cm 


143. Num trapézio isósceles, o ângulo obtuso é o dobro do 
agudo; as bissetrizes dos ângulos obtusos interceptam-se num 
ponto pertencente à base maior. Se a base menor mede 8 cm, 
podemos afirmar que a base média do trapézio mede: 
a) 9 cm b) 10 cm c) 12 cm 

d) 14 cm e) ll cm 


144. Num quadrilátero ABCD, circunscrito a uma circun- 
ferência, os lados são AB = 12 cm, BC = 15 cm e CD = 
13 cm. Calcule o lado AD. 


145. No triângulo retângulo da fi- 
gura ao lado, calcule o raio r da cir- 
cunferência inscrita: 





Scanned by CamScanner 





—— 














- 146. (F.C. CHAGAS — SP) Três circunferências, de cen- | 147. (FUVEST) Os pontos A, B e C pertencem a uma cir- 
— trosA, BeC, são tangentes externamente duas a duas. Se  cunferência de centro O. Sabe-se que OA é perpendicular 
“AB=9cm, BC = 13cme AC = 16 cm, o raio da maior a OB e forma com BC um ângulo de 70º. Então, a tangente 


circunferência mede: à circunferência no ponto C forma com a reta OA um ângu- 
a) 3 cm lo de: 
“Mm qe 
d) 10 cm a a 
912 cm io 
j d) 40º 






e) 50º 


»|Relações métricas em 


Teorema de Tales 













área (AABC) . ka 
área (AMNP) 
ne E Aplicações 
a > f no e ; ) A o 
lo 5 Teorema da bissetriz interna ' — , recai à 
: B c 
c b 
e Me N: pontos médios 
MN 4 BC a 
sá MN = Be 
2 Diagonal do quadrado 
Ed | 
(9) 
e ABCD: trapézio M e N: pontos médios Altura do triângulo equilátero 


MN = O (base média) 
[E 


Propriedade do baricentro do triângulo 
Triângulo retângulo inscrito 


A hipotenusa sempre coincide com um diá- 
metro da circunferência. 


E E 
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148. Sendo r 4 s 4 t, calcule a medida x: 


r s t 


x 
12 


Da 


149. Na figura seguinte, em que as retas à € b são parale- 
las, podemos concluir que: 
ax=3ey=2 


b)x+y=5 
x. 3 
) q 2 
d)x:y=6 
E E 
) 7 





a EO <> 
6 ————————e 





152. Sendo AB 4 DE, AB = 5 cm, AC = 6cm, BC = 
7 cm e DE = 10 cm, calcule CD e CE. 


A B 


D 


153. Calcule os catetos b e c da figura: 








154. Calcule x: 





156. Na figura, AB = 6, AC = 7e BC = 8. Sendo BS 
bissetriz do ângulo B e CI bissetriz do ângulo C, a razão 


Bl A A 
IS vale: 

a) 2 S 

b) 3 

o)1:3 

d)1:8 

e) 1:2 B E 


157. (MACKENZIE — SP) Na figura, DE é paralela a 
BC e AM é bissetriz interna do triângulo ABC. Então x + 


y é igual a: 





c) 25 


a) 35 b) 30 
158. Dois triângulos são semelhantes e seus perimetros me- 
dem 60 cm e 48 cm. Sabendo que os lados de um deles me- 
dem 25 cm, 20 cme 15 cm, calcule as medidas dos lados do 


outro triângulo. 


159. (FUVEST) Na figura, o triângulo ABC é retângulo 
em A, ADEF é um quadrado, AB = 1e AC = 3. Quanto 


mede o lado do quadrado? 
B 


a) 0,70 

b) 0,75 D E 

c) 0,80 

d) 0,85 

e) 0,90 h é ) 


160. (FUVEST) Na figura os ângulos assinalados são re- 
tos. Temos necessariamente: 


g+t=PL 
yo om 
p= 
y Pp 
y 
c) xy = pm m 
d) x+y=p+m 
ld çl 6 no 
xy mP 205 
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BI. (FUVE ls BC é paralela a DE, AB = 4 
é BD = 5, Determine a razão entre as áreas do triângulo 
C e do trapézio BCDE. 


A 


D E 


a - 162. No trapézio ABCD da figura seguinte, calcule a altu- 
Pra do triângulo ABL. 





20 cm 


163. (FAAP — SP) No trapézio seguinte, o segmento MN 
que une os pontos médios M e N das diagonais e a base AB 
têm ambos 7 cm de comprimento. Calcular o comprimento 
f da base DC. 


A B 


D E 
f 


"164. (F.G.V. — SP) Em um mapa, a escala utilizada é tal 


que E cm representam 30 km. A distância real entre dois 


a pontos do mapa distanciados de 6 7. cm é: 
a Ro 70km b) 80km c) 90km d) 100km e) 110 km 


a f 35. (P C — SP) Um projetor está a uma distância de 2 
— metros « uma parede. À que distância da parede deve ser 
e colocado ai para que a área de um quadro projeta- 


b) 2V3m c) 3m 
d) 45m e) 3V2m 


188. A MACKENZIE — SP) Na figura, o triângulo ABC 
E ret dog RAS pepentodo A área do triân- 


find nem 


185 & 


b) 6 v2 
d) 2 + 22 


co) 6 + v2 
e) 4 + 22 


a) 42 


168. (PUC-SP) No circulo abaixo. 
AB= 2e AC = V3. Então q vale: 
a) 75º b) 60º c) 30º d) 45º 


O Co cento, 


e) 15º 


169. (F.C. CHAGAS — SP) Um quadrado e um triângulo 
equilátero têm perímetros iguais. Se a diagonal do quadrado 
mede 9 V2 m, então a altura do triângulo, em m, é: 


a) 3/2 
b) V3 

c) 23 
d) 43 
e) 63 


170. (FEI — SP) É dado um triângulo ABC, retângulo em 
B, cujos catetos AB e BC medem 4 cm e 3 cm, respectiva- 
mente. Seja ra reta perpendicular à hipotenusa AC no pon- 
to Ce Da intersecção de r com a reta AB. Determine a me- 
dida do segmento CD. 


171. (FUVEST) Qual a hipotenusa do triângulo retângu- 
lo isósceles cujo perímetro é igual a 2? 


172. (FUVEST) Uma escada de 25 dm de comprimento 
se apóia num muro do qual seu pé dista 7 dm. Se o pé da 
escada se afastar mais 8 dm do muro, qual o deslocamento 
verificado pela extremidade superior da escada? 


173. Na figura seguinte, calcule o comprimento x da tan- 
gente comum externa às circunferências. 


EO 





174. Calcule o raio r da circunferência da figura, sabendo 
que ela é tangente aos quatro arcos de circunferência que 
têm centros nos vértices do quadrado ABCD e raios iguais 
à metade do lado do quadrado. 





Scanned by CamScanner 


E Áreas das 













Losango 


figuras planas 





Áreas dos polígonos 


Quadrado 


Retângulo 


0 





Paralelogramo Triângulo 


AR 


x EXERCÍCIOS 


175. (FUVEST) Um dos catetos de um triângulo retângulo 
mede 2 e a hipotenusa mede 6. A área do triângulo é: 


)2N2 dbD6 JW AI ad 





176. (FUVEST) Num triângulo retângulo T os catetos me- 

dem 10 m e 20 m. A altura relativa à hipotenusa divide T em 

dois triângulos, cujas áreas, em m?, são: 

a) 10 e 90 b) 20 e 80 
d) 36 e 64 


o) 25 e 75 
e) 50 e 50 


177. (UNESP) A área de um trapézio isósceles de lados de 
medidas 2, 5, 10 e 5 é igual a: 
a) 24 b) 22 c) 20 d) 20 e) 18 


e (CESGRANRIO) A área da sala representada na figura é: 
a) 15m 
b) 17 m? 








c) 19 m? a 

d) 20 m? Emmy Sm 

e) 21 m? ef! LATE 
ls 5m oca 


179. (F.M. SANTA CASA — SP) Na figura, se AD = 50, 
AE = 4, EB = 3e CD = 10, então a área do triângulo BFC é: 


D 
“180. (FUVEST) Um comício ailico lotou uma praça semi- 
circular de 130 m de raio. Admitindo uma ocupação média de 





Trapézio 


Area do circulo 
e suas partes 


OBSERVAÇÃO: O comprimento de uma 


circunferência de raio R é 


Le2-g<eR 





4 pessoas por mº, qual é a melhor estimativa do número de 
pessoas presentes? 


a) dez mil d) um milhão 
b) cem mil e) muito mais do que um 
c) meio milhão milhão 


181. (F.G.V. — SP) Quando o comprimento de uma circun- 
ferência passa de | m para 2m, o raio aumenta de: 
a) Im b) xm c) 2/rx m 

d) l/x m e) 1/2rx m 


182. (FEI — SP) Os pontos À, B e C determinam um triân- 
gulo egiiilátero cuja área é V3 m. D, E e F são pontos médios 
de AB, BC e AC, respectivamente. À medida do segmento 


FE é: 
a) Im b2m coqvm à Bm e) 


V3 
qm 
183. Ru: Num triângulo ABC tem-se AB = 6 cm, 
AC = BC = 
a) Ache a área pa ao ABC 
b) Sendo M o ponto médio de AB, calcule a distância de M 
à reta BC. 


184. (FUVEST) Um arco de circunferência mede 300º e seu 

comprimento é 2 km. Qual o número inteiro mais próximo da 

medida do raio, em metros? 

a) 157 b) 284 c) 382 d) 628 e) 764 

185. (FAAP) No triângulo retângulo seguinte, temos BN = 

=x cm, BC = 6 cm, AC=10 cmea reta MN é paralela à reta 

AC. Determinar: 

a) a área do triângulo ABC 

Kao po rio ac di 
à área do trapézio NMCA 





Sh 
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A 


Nja x 1 B 


3. (FUVEST) Um triângulo tem 12 cm de perímetro e 
E m? de área. Quanto mede o raio da circunferência inscrita 


Equriângnlo? 


= + 
« E fe * . 
A 
há + 
1] 
4 
É. 
4% 
E stas 
E 
w 


“LE, DV, OI)V, dE, e)V, DF; 2.d; 3.d; 4.e; 5.3; 6.d; 

6 8.b; 9.e; 10.4) — 1/15,b) 1/20; 11.c; 12.b; 13.d; 14. 
-C 15.2; 16.d; 17.e; 18.c; 19.e; 20.€; 21.6; 22.c; 23. 
GA. 25.b; 26.c; 27.b; 28.d; 29.4; 30.c; 31.2)64,b) 
a  —3291, d)9, e) 1/5, d- —9, 2) 64, h)512; 32. a)4,b) 1,c)25, d) 36; 


-33.9)5, b)5,c)2,d) —4; 34. a) 6V2, b) 3/3, c) 6V5, d) 4/10, e) 
Es, f) 248, E) 60; 35. a) 6/35, b) 2406, c) 23, 


 QNE INI NV g) 74V2, h) 2892; 36. 28, 63,98, 
Das aan 37.b; 38.e; 39.d; 40.4; 41.d; 42. d; 


43.6, 44.2; 45.c; 46.c; 47.c; 48.c; 49.d; 50, a; 51.b; 52. 
b; 53.d; 54.d; 55.d; 56.d; 57.2; 58.e; 59.c; 60.2) 16x! 
— + Bb)5x - Tejo +bx — x!'; 61. a)da? + 12ab + 9b2, bx A 
ox — 2xy+y'+ a; 62. 2)x - (3x + 2), b)x - (5x + 4x + 
E “dra (a + 2b) d) Zab? - (b — 3a); 63.a)(x + 1): (a — b); 
+ a E A a (a + x) d)(x + 1) - (a — b); 64.a)(x + y) - (a? 
+ b,b)22º "(2a+b — 1), c)(2x + 3y) - (a — 2b), d) 
E E = 1): (4 29; es, 3x — 1) (3x + 1), b)(2y — 3) - (2y 
Ca oo a! (x + 2, d)(x — 1x) - (x + lx); 66.a)(x + 
“(x+y — a, b)(2x+y) - (—y), c)(a + 2b) - (a — 2b),d) 

fa+ )e(a— 2b+1) 67.2)(x + 3P,b)(x — 3Pc)(x? + 1)',d) 
(3 SE D56Ba)(x+3 — y)-(x+3+y bx - 3 -y)-(x— 3 
j -a-—b): (ta +bra)(O+x — 29) - IO — x + 
dy; 69. 0)(2 +) - (2 — x+1,b)(3 — x) - (9+ 3x + x), c)(2 


187. (FAAP) Na figura seguinte, ABCD é um quadrado de 
centro O e a parte hachurada é limitada por quartos de circun- 
ferências centradas nos vértices e passando por O. Calcule q 
área da figura hachurada. 


A B — 











+ xy) - (4 — 2xy + xºyº), d)(x — 3y) : (x? + 3xy + 9yº); 70.9) 
(x + 1x) (x — 1 + 1/x?), b) (xº + 1): (x —- x + oJ)(x+ 
1) Wish, (02 — x+ 1); 71. a) V5 + V3,b) 

Et ia (5 RR we) 47 12vI5, 72.9; 73.b; 


ER PR 78.b; 79.3; 80.d; 8l.d; Err pes 
e; 84.a; 85.€e; 86.a o: 5 b)5, o 6, d) 29/33,e) — 4, f) — — 46/85, 
3,h)12; “87. a)ÍO; 5), b)Í0; 1/3), c)[— 3; 3h di 1; Ph) l; o 


88. a) 2,b) (4 — V15;4 + Vis), fi NIO. 1+ vio 

[—- 3; — 2),e) [0;2);89.a) [— 3; — 1 3,b)(- 1; Ee! E 
1), c) (0), d) | 1/2; 1/2),e) [— V3; 0:13::90.c;91.c;92.0;93. 
12;94.b; 595. IM 97. :98.c;99.e; 100.) — 1/3; 1); 101.9) 
1;2;=———— dy E, = SE), RB Nas; 102. [2/3; 3/4!; 103.4; 


104. a; 105. a; Ds a; 10. a; 108.a; 109.e; 110. —25; 111. 
b; 112. d;113.2)(1),b) (3; 2), c)[— 1), d) [2], e) [5]; 114.9; 115. 
4; 116.b; 117.d; 118.c; 119.9; 120.a)(15; 4),b)(11; 12); 121. 
b; 122.c; 123.d; 124.e; 125.59º; 126.60º; 127.25º; 128. 
b: 129.b: 130.70º; 131.b; 132.b; 133. 1440º; 144º; 36º; 134. 
b; 135.b; 136.c; 137.c; 138.b; 139.e; 140.c; 141.509; rs 
142. d; 143.c; 144. 10 cm; 145.2 cm; 146.d; 147.d; 148.6 
149.d; 150.x = 6;y = 15; 151.6; 152.14 cm;12 cm; 153. Avó; 
4V3; 154.4; 155.15; 156. a; 157.b; 158. 20 cm; 16 cm; 12 cm; 
159.b; 160.b; 161. 16/65; 162.6 cm; 163.21 cm; 164. ss 165. 
a; 166.c; 167.e; 168.b; 169.e; 170.3,75 cm; 171.2(v2 — 1); 
172.4 dm; 173.24; 174.5(V2 — 1); 175.c; 176.b; 177.e; 178. 
c; 179.a; 180.b; 181.e; 182.4; 183.12 cm'; 2,4 cm; 184. c; 
185. 24 cm; 42 cm; 186. | cm; 187.(4 — n) * a?/2. 
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RESUMOS 
E EXERCÍCIOS 


Correspondem a Matemática — páginas 49 a 96 








OBSERVAÇÃO AXA = A? Dominio: f:A-B: If) = A 
Imagem: f:A- B: Im(f) é o conjunto 
Relação: Chama-se relação de À em B a dos elementos y € B para os quais existe 
todo subconjunto de AxXB, indica-se: x € À, tal que (x,y) € f. Note que 
R:AÃ-B. Im(f) C B. Acompanhe no exemplo: 
á A B 
Estudo da função 


Relações binárias 
ad Uma relação R : A — B será uma função de Vo! 
A em B, se e somente se: 


Par ordenado: entende-se por (x, y), lê-se 
“par ordenado xy””, um conceito primitivo ca- 
racterizado pela igualdade: e D(R) = A 

e Cada elemento x E À se relaciona (for- 





(xgy)=(sbex=aey=b ma par) com um único elemento de B. 
sA=B 


Produto cartesiano: Notação: f:A— Bou y = fix) | 
Exemplo: A função f: = — =, definida por D(f) = À = |x,; x X 


s » = 3x (ou fix) = 3x), é a função que associa Im(f) = iva; Y3 Ya) 
e ane Rega ah ar iete e x eta o seu triplo. Contra-dominio: CD(f) = B 


a) 
XX EXERCÍCIOS 
1 


1. Sendo A = (0, 1)e B = 12, 3), 0 produto cartesiano AX B é: 
a) ((0, 2), (0, 3)); 

b) ((0, 2), (1, 3)); 

C) igual ao produto BXA; 

d) Í(o, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3)); 

e) constituído de 8 pares ordenados distintos. 








A (CESGRANRIO) Sejam F = [1,2,3,4]eG = [3,4,7). 
ntão: 

a) FxG tem 12 elementos; 

b) GxF tem 9 elementos; 

Cc) FU G tem 7 elementos; 

d) F N G tem 3 elementos; 

J(FUGNF=g. 


209 





3. Sendo A = [1, 2]e B = [0, 1), a representação de AxB 
no plano cartesiano é: 
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| ns 7. SendoA=[xEZ|-I<Xx<INeB=| 
esenta o conjunto: JeB=([- 
| “ed id a) ]1, ax (1, 2, 3); a relação R = (x,y) E AXB|x+y=5 et ey 4; 
| | b) (1, 3)x]1, 3); a) R = (1, — 2); (1, 2); 
| E c) |2, 31x]1, 3); | b) R = (1, = 2), (— |, — 2) (1, 2) (— 1, 2); 
| : d) (1, 2, 3) x(2, 3); o) R=((-1, —-2) (—-1, 2); 
e) 1, 2, 3)x]1, 3). d) K = (O, — 2), (O, 0), (0, 2), (1, — 2)); 
1 8. (CESGRANRIO) Seja Z o conjunto dos inteiros. Se: 
198 x ainda os conjuntos A=|xEZ|-l<xg Ê ig 
) 


B = (3,4,5). Então, seD = (x,y) € AxB |y >x 44 
5. (UNIV. FED. DA BAHIA) SendoR = [x€E N|x<5e tem-se que: , 


S=xEZ|-3<x< 1), o gráfico cartesiano de RxS é: a) D= AxB; b) D tem dois elementos: 

; c) D tem um elemento; d) D tem três elementos: 

a) ) e) as quatro afirmativas anteriores são falsas. 
=== =— - 


9. (PUC-SP) Dizemos que uma relação entre dois conjun. 
tos À e B é uma função ou aplicação de À em B quando todo 
elemento de 

a) B é imagem de algum elemento de A; 

b) B é imagem de um único elemento de A; 

c) A possui somente uma imagem em B; 

d) A possui no mínimo uma imagem em B; 

e) À possuí somente uma imagem em B e vice-versa, 
10. Dados os diagramas: 


pd 


E IV 
6. Sendo A = [0,1,2,3,4,5])eB = (—1, —2, 3), a rela- 
ção R = [(x,y) € AxB |x +y = 3) fica representada por 
um dos diagramas abaixo. Assinale-o: 
8 


podemos afirmar que: 
a) 1, Ile IV representam funções de À em B; 
b) 1, III e IV representam funções de À em B; 
c) Ie IV representam funções de À em B; 
d) IV não representa função de À em B; 
j e) todos representam funções de À em B. 
A 


b) 
B 
d) 11. (UNIV. FED-RG) Sendo A = (1,2) e B = (3, 4), em 
B 
B 


tão, podemos definir, no máximo: 
É e) : 
A 








a) uma função de A em B; b) duas funções de A em é 
c) três funções de A em B; d) quatro funções deA em 9» 
e) cinco funções de À em B. ] 

12. (FUVEST-SP)f: R > Rassociaaxo número 7" 


Quanto vale AY7)? 4 
RR q OIT 
b) ol, e) 0,0714285. 
13. (FUVEST-SP) As funções f e g são dadas por fl%) 
a =x - 10 (x) = E + a. Sabe-se que 


o ss8s8õ8õ80 


E a) 
B 
A 
E c) ; 
Ê 





A 





] 4 
RO) — g(0) = +. O valor de f(3) — 28 (3) 


a) 0; b) 1; c) 2; d) 3; e) é 
al 
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14. Sendo f: R — R definida por fx) = 2*, é correto afir- 


mar que: 
a) O) = 0; d) TO) - 2) = 4; 
b) AU) = 1-1); e) ft) + 12) + 173) = 10. 


c) 11) + RO) = R2); 


15. (MACK-SP) Seja f:R — R definida por f(x) = ex. 


Então fx) - ly) é igual a: 


a) x * y); a (+); 
b) fix — y); (3) 
o) flx + y); e) vx 9). 


16. Se f:R — R é definida por fix) = ao o , então: 





a) existem dois valores distintos de x para os quais f(x) = 0; 


b) existe x E R tal que fx) = 1; 


e) possui um só elemento. 


20. (GV-SP) Duas curvas A e B se interceptam nos pontos 

(0, 3) e (0, — 3). Assinale, dentre as afirmações abaixo, a 

correta: 

a) A e B podem ser representações gráficas de funções; 

b) somente A ou B poderá ser a representação gráfica de uma 
função; 

c) nem À nem B poderá ser a representação gráfica de uma 
função; 

d) A ou B é a representação gráfica da função dada por 
Wo — x; 

e) Aou Béa representação gráfica da função dada por x = 0. 

21. O diagrama seguinte representa uma função f do inter- 

valo (1, 3] em &. 


c) O número 2 não pertence à imagem de f; 


d) O número - pertence à imagem de f; 


e) R-1)=-—2. 

17. Sef:N>Nétal que: 

n i 

7 » Sen é par 

An) = , temos que: 


n+] e 
7º» Sené impar 
afo)=0 e =]; ai : E 
b) a imagem de f é o conjunto dos naturais ímpares; ] º L 4 a 
c) os números 2, 3 e 5 não pertencem à imagem de f; c) Im(f) = 1, dl; 
d) existem números naturais distintos p e q tais que 





fp) = fla); 
e) existem números naturais distintos p e q tais que 
Rp) = fla) = 0. 


18. (UNIV.FED.DA BAHIA) Sendo P = (1, 2, 3), 0 con- 
junto imagem de R = (x,y) EPxPly=x+1)é: 

a) (1,2,3]; b) (2,3,4); c) (2,3); d) (1,2); e) (1,3). 
19. (CESGRANRIO) Seja f:R—R uma função. O 
conjunto dos pontos de intersecção do gráfico de f com uma 
reta vertical: 

a) possui exatamente dois elementos; 


podemos dizer que: 
a) O domínio é RR; 





Quanto à imagem de f é correto afirmar que: 


d) Im(f) = 12, 3; 
e) Im(f) = (1, 3). 


22. (PUC-SP) Para a função cujo gráfico é: 





b) O conjunto imagem é &..; 


b) é vazio; c) O domínio é o conjunto R — la); 


c) é não enumerável; 
d) possui, pelo menos, dois elementos; 


e Gráfico: 


fix) dd f(x) 
x x 


Principais funções 
Função constante: 
ef: R—R, definida por fx) = k(k E R) 


| * D(f) = R 
; e ad Ie Função do 2º grau: 
e f:R—R,definidaporfx) =a x +b:x +c 
| ke? fl) e D(f) = R 
e Gráfico: 








x fix) f(x) 
a>o a<o0o 
x x 
Função do 1º grau: 
b fal 


º f:R—R, definida por (x) = a +x + b(a * 0) e coordenadas do vértice: 
e D(f) =R V=(- 
e Im(f) = R 


2a” da 


d) O conjunto imagem é xER|a<x<b); 
e) O conjunto imagem é |x € & | 0O<x<b). 


e valor máximo e valor mínimo: 


sea > 0, valor mínimo y, = — a 


sea < 0, valor máximo y, = — + 
e imagem: 
sea>0Im()=[yeR|y2Zy 
sea<0,Imn(N=yERI|y<y) 
Função modular: 
ef:R-—R, definida por fx) = |x| 


eD(f) = & 
e Im(f) = R+ 
e Gráfico: 
fix) 
45º 45º 
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E XX EXERCÍCIOS 


3. (C CESESP-PE) Considere a função polinomial do pri- 

e E ) Er flx) = ax + b(a x 0). Qual dentre as seguintes 
alternativas é a verdadeira? 
| a | > 0, então a função é crescente; 
3) se b < 0, então a função é decrescente; 
Else | > —1, então a função é crescente; 
d) sea < 1, então a função é decrescente; 
e) sea > 0, então a função é crescente. 


24. O gráfico da função f(x) = ax + b é o seguinte: 


“— 





* Pode-se concluir que as constantes a e b valem, respecti- 
vamente: 


a) —-2€e2; d) 2e-]; 
b)2e —2; e) le -2. 
O) le2; 


25. (FUND. CARLOS CHAGAS-SP) A figura seguinte re- 
presenta a função y = mx +. 





ap O valor da função no ponto x = — — é: 

e | 28; D)26; V)25; DL 17. 

ES 26. (FUND. CARLOS CHAGAS-SP) Para que os pontos 
(1,3) e (3, — 1) pertençam ao gráfico da função dada por 
fix) = ax + b, o valor de b — a deve ser: 

a) 7; b) 5; c) 3; d) —3; e) —7. 

— 27. (UNIV. FED. DA BAHIA) Esboçar o gráfico de 

Rito) = - fo pure -1<x<25 

2,5, para x > 2,5 
En end ao x) = 2x + 


2º He) = — 1» então, ocorre gta) = (> se, € 
15. 


Tm 


d)a = 


29. (FUND.CARLOS CHAGAS-SP) O gráfico seguinte 
representa a função: 





a) y= + 2x) + 4x + 2; 
by=+2x) — 4x + 2; 
c)y=-2x + 4x -2; 
d)y=-2x- 4x+1 


b) 
eJy=-—- 2x + 4x -—1. 
30. (CESGRANRIO) Uma conta perfurada de um colar é 
enfiada em uma arame fino com o formato da parábola 
y =x! — 6. Do ponto P de coordenadas (4, 10) deixa-se a 
conta deslizar no arame até chegar ao ponto Q de ordenada 
— 6. A distância horizontal percorrida pela conta (diferença 
entre as abscissas de P e Q) é: 
a) 12; b) 4; c) 6; d) 3; e) 5. 
31. (FUNDAÇÃO CARLOS CHAGAS-RS) Se os pontos 
(0,6), (2,4) e (3,0) pertencem ao gráfico de 
v=ar+bx+centãos+tb+tce= 


a) —6; d) —5; 
b) 6; e) 5. 
c) 0; 


32. (CESGRANRIO) O gráfico do trinômio do 2º grau 
ax? — 10x + cé o da figura: 





Podemos concluir que: 

a)a=lec=il6; 

ba=lec=ãlO0; 

c)Jja=5ec=-9; 

dja=-lec=ã10; 

eJa=-lec=tl6. 

33. (UNIV. FED. DA BAHIA) Em um reservatório de 
água, o nível y varia com o tempo t, contado em horas a partir 
da meia-noite, conforme a função y = — 1,37? + 7,81 — 4,2. 


O instante em que o reservatório está mais cheio é: 
a) lh 18 min; d) 6h; 
b) 1h 30 min; e) 7h 48 min. 


c) 3h; 
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34. (FUNDAÇÃO CARLOS CHAGAS-SP) Representar 
o gráfico da função definida por 
x+2,parax < 0 
fix)= | x?, para0O<x<l 
Vx, parax >|! 
35. (CESGRANRIO) O valor máximo de 21 n — 2nº, 


ne Z, é 
a) +, c) 22; 
d) 55; 
b) 58, ) 
8 e) 61. 


36. (CEUB-BRASÍLIA) A função quadrática fx) = 
= Ax? + Bx + C, de modo que f1) = 3 e tenha um míni- 
mo no ponto (3, — 1), é: 

a) fx)=x? — 6x +8; od) fg)=r +4 -5; 

b) fx) = 2x? — 3x + 4; d) fx) = 3x + 5x — 6. 
37. (UNESP) Sejam E R. Se o maior valor numérico de 
y=mx! - 2x+m-— |, parax € R, é 3, então: 

a m=1—v2; e) nda. 

b)m=—1 — v8; 

co)m=-2+ 2; 

d)m=-1+ v2; 

38. (UNIV. FED. DA BAHIA) O conjunto imagem da fun- 
ção flx) = 3x? + 6x — 2 é: 


a) ly Ee R|y > 20); 
b) ly E R|y > -—10); 
)lyeR|yz-5); 
)lyeRiy>-2; 
)lyeR|y>). 


39. (PUC-SP) A função f: R — IR, dada pory = — 2x! + 
+ 10x — 12, admite como conjunto imagem o conjunto: 


aayeR|y< 2; 

b) ly E RI|y >; 

)iye R|y< 52; 

dy ER|y 252; 

JyEeR|y>oO. 

40. Dar a imagem da função f:[—1;3]— IR, dada por 
fix) = x2+ 1. 


| 41. (CESGRANRIO) Os gráficos de f(x) =x e g(x) = 
= |x? — 1 | têm dois pontos em comum. Determinar a so- 
ma das abcissas dos pontos em comum. 


42. (UF-MG)Se fix) = 1 — |x— 1 | parax E [0; 2) es 





43. (ITA-SP) Considere a equação | x | = x — 6. Com res- 

peito à solução real desta equação podemos afirmar que: 

a) À solução pertence ao intervalo (1; 2); 

b) A solução pertence ao intervalo [— 2; — 1]; 

c) À solução pertence ao intervalo J- 1; 1 [; 

d) À solução pertence ao complementar da união dos inter- 
valos anteriores; 

e) À equação não tem solução. 

44. (PUC-RS) Esboçar o gráfico da função f: R = R, da- 

da por fx) = |x | — 1. 

45. (FGV) Dado fx) = 2x? + 7x — 15, assinale a afirma- 

tiva falsa: 

a) 0) = — 15; 

DS) =0-5=0 

c) A função atinge um máximo quando x = 7/8; 

d) R-1)= —20; 

e) se flx) = 0, então x = 3/2 ou x = —5. 

46. (PUC)O gráfico da função quadrática fix) = xº + ax + 3 

passa pelo ponto P (1; 2). Logo: 

aja=-lI; c)a=2; eja=-2. 

b) a =3; d)a=i; 

47. (CESGRANRIO) Os gráficos de fix) = x e g(x) = 

= x! —- | têm dois pontos em comum. À soma das ab- 

cissas dos pontos em comum é: 


dv DI OJ-l d) -5; eo. 
48. (FATEC) Se f: R — R é a função definida por 


fx) = I,sex€E O 
|I-x,sexER-Q, 


Re AA = Bio +) ei 
então (5) tg! O +3(59 é igual a: 


a) 6 — 2v2; d) 5 — 242; 
b)7- N3; e) 22. 
c) + + v2; 


49. (MACK) O vértice da parábola y ==" + kx*méo 
ponto V(— 1; —4). O valor de k + m é: 
a) —2; b) —1; c) 0; d) 1; e) 2. 
50. (U.F-BA) Sendo fx) = 100x + 3, o valor de 
tuo!) — fo) é: 

10º — 10º. — 
a) 10º; b) 10º; c) 10; d) 10%; e) 10"!!. 
51. (FAAP) Que tipo de curva representa a função: 
p=tt+x+Ise: 





| boçar o gráfico de fx). a)t=0 bt xo 
' Sinal das funções do 1º e c/a m/a é 2º) 4 = 0; temos duas raízes reais iguais e o es- 
f 2º graus sa] quema de sinal será: 
a 
Estudo do sinal da função quadrática: na A = es x 










Estudo do sinal da f. do 1º grau: na função 

y=a:x+b (com a x 0) fazendo y=0 

obtemos x = — que é o zero (ou raiz) da 

função. ' 

Para fazer o estudo do sinal usamos o seguinte 
“esquema: js 


função y = ax! + b- x + c(coma x 0) temos 


3 casos a considerar: | 
1º) A > 0; temos duas raizes reais distintas x, 


€ X,, € O seguinte esquema: 


3º) 4 < 0; não temos raízes reais e aplicamos 
O seguinte esquema: 


m/a = 
mia x 213 
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* EXERCÍCIOS 


5 « (CESESP-PE) Assinale a alternativa correspondente aos 
mv lores de x, para os quais a função f R>R | fx) = 


= 
é sempre negativa. 


E st, 
a) vxeR; d)x = 0; 
bs > +: e a 
Didi e) ZxeR | 3 + <0. 
odx> o 
53. A função f(x) = ax + b, coma > 0, é: 
a) positiva, sex < — >; d) positivo, se x > — =; 
— b) negativa, se x > — >; e) nula para x = —a, 


— c) decrescente; 
 54.Afunçãoy =x -1 
a) toma valores positivos, se —1 < x < 1; 
b) toma valores negativos, se —1 < x < 1; 
c) toma valores negativos, sex < —loux >]; 
- d) toma valores não negativos, qualquer que seja o valor atri- 
buído a x; 
e) toma valores não positivos, qualquer que seja o valor atri- 
buído a x. 
55. (PUC-SP) O trinômio -x? + 3x — 4: 
a) é positivo para todo número real x; 
b) é negativo para todo número real x; 
c) muda de sinal quando x percorre o conjunto de todos os 
números reais; 
d) é positivo para | < x < 4; 
e) é positivo para x < 1 oux > 4. 
56. (CESESP-PE) Seja f a função quadrática definida por 
fix) = —3x? + 6x — 3. Qual dentre as seguintes alternati- 
vas é a verdadeira? 
a) Qualquer que seja o valor atribuído a x, a função toma 
sempre um valor menor ou igual a zero; 
bb) A função toma valores positivos para os valores de x tais 
que -2<x<l; 
c) À função toma valores positivos para os valores de x tais 
= quex< -20ux> Il; 
E “9 Para qualquer valor atribuído a x, à função toma sempre 
d um valor maior ou igual a zero; 
e) A função toma valores negativos apenas para os valores 
o dextaisque -|<x<1. 
/ » À condição necessária e suficiente para que a função 
uadrática f(x) = ax? + bx + c, coma > 0, seja positiva 
ra qualquer valor real de x é: 
ar =b —- 40 =0; d)c<o; 
JA = - 4ac > 0; e)Jb=0€ec<o. 
“a 4ac < 0; 
58 . A condição necessária e suficiente para que a função 
quadr: tica fx) = ax? + bx + c, coma < 0, seja negativa 


1 4 ui 


o 
PRC 4 


juntos abaixo é unitário? 

a) xeZ|x< 1); 

b) ([xeN|1I<2x< 4]; 

c) (xe R|x' = 1); 

d)ixeQ|x< 2); 

e) (xeZ |xº > 0). 

60. (CESGRANRIO) O conjunto solução da inequação 
x — 3x < 10 é: 


a) |—- oo, - 21; d) J0, 30; 

b) ]|- oo, — 2[UJ5, + cof; e) ]3, 10[. 

E )=2, 5 

61. (PUC-SP) Para qual dos seguintes conjuntos de valo- 
res de m o polinômio P(x) = mx + M-m-2x + m' + 4 


é Er quando x = 12 
a) lI<m< 2; 


b) -I<m< 2; 

c) -5<m< -4; 

d) -3<m< 2; 

usa. 

cp pl xe R|xX -3%x+2<0) e 
=[xe R|x —“ 4x+3> 0)entãoA N B,ondeFé 

o aged o El de B em relação a RR, é igual a: 


a) (2); d) (xe R|I<x< 3); 
b) [KxER|2<x<3); JxEeR|I<x< 2). 
c) vazio; 


nus (FGV-SP) Se A =[xE R|3x— 2x! > 0), 
=xER|I<xx<3eC=[xeER|x—-x-2<0), 
dc 
a) XE R| — 1 <x < 3); 
b) XE R|0<x 
« x 


2 
d) reRI-1<:= pah 


e)J(xeR| -I<x< 3. 


2x — 3 2 
+ 


64. O sistema de inequações É o é satis- 


feito por todo número real x tal que: 


a) x<; d)x< -l; 
bx < -loux 20; )Jxz2 -2 
O? 


65. (UNESP)A sentença 2x + 3 < 3x +2< 3Ix+1: 

a) é verdadeira, Vx E IR; 

b) é falsa, vx E KR; 

c) é verdadeira para x € ]- co, 0]; 

d) é verdadeira para x E [0, + cof; 

e) é falsa somente para x € [—1, 1). 

66.Se(x - I)(x —- 2)(x —- 3) > 0, então: 

a)x< lIoux> 3; 

e<lmi<r<agI 

o)x>l; 

d)I<x<20oux> 3; 

eJx<g3. 

67. (FUND. GETÚLIO VARGAS-SP) Sendo A o conjunto 
solução da inequação (x? — 5x)(x? — 8x + 12) < 0, assi- 
nale a alternativa correta: 


a) (xER|0<x<3)CA; d) -1€ A; 
b) 0 € A; 4 
o 55 E A; cd ai 
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68. (UNIV. DE BRASÍLIA) A inequação —x"+2x?> — 3x, 
onde x é uma variável real, é satisfeita: 

a) para os x reais tais que — 1 < x < 3€ apenas estes; 
b) para os x reais taisquex < —loux > 3eapenas estes; 
c) para os x reais tais que O < x < 3 e apenas estes; 

d) n.d.a. 


69. (UNESP)Seja A = [x E R | (x — 1x > x). Então: 


a) A=R — (1); c) A=R — (0); e) n.d.a. 
b) À = 2, + oo[; d) A=[1, +; 
70. (PUC-SP) Os valores de x que verificam 2" <0 


são expressos por: 

a) x< 3; 

D)2€%< 3 

)x<Zoux> 3; 

71. (FUNDAÇÃO CARLOS CHAGAS-SP) Os valores de 

—2x) + 3x + 2 < 0 são 
x— 2 


d) x £ 2; 
e)Jx<3ex *2. 


x que satisfazem à inequação 
tais que: 


Jx<- 5; )x<-oux>2 





b) x > 2; Jx>-Sexá2 

c) — + Luc: 

72. (UNIV. FED. DE SERGIPE) Os valores de x que sa- 
tisfazem a inequação : ” o < | são tais que: 

a) x < —]; d) x > 0; 

b)x< oO; JX*>a, 

co) x > -l; 


73. (FUVEST) Resolva 


x -3+5(1+1) <1. 

74. (U.F-Minas Gerais) O conjunto de todos os valores de 
E mi 

Es] > E + 





x que satisfazem à desigualdade 


a) vazio; 
b) [x E R|x< —1); 
dE RIXS 1) 


75. (UNESP) Seja A= [x E R|L - —1 
A x f=3 

Então: 

a) A=[xE R|x<0oux> 3; 

bDA=[xER|-3<x<o0); 

JA=[xER|x<-3o0ux>0); 

dA=[xER|0<x< 3; 

e) n.d.a. 

76. (MACKENZIE-SP) Se f e g são funções reais dadas por 

Ax)=x- leg(x)=x?+1,então(g o f) (2) é: 

a) 0; b) 1; c) 2; d) 3; e) 4. 

77. (FUND. CARLOS CHAGAS-SP) Dadas as funções 

reais f(x) = | — 2x e g(x) = 2x + k, o valor de k de modo 

que fTg(x)] = glf(x)) é: 

)-3 b-5 9-55 955 91 

78. (FUVEST-SP) Se f: R — RR é da forma f(x) = ax + b 


e verifica f(f(x)) = x + 1 para todo x real, então a e b va- 
lem, respectivamente: 


d) xER|-I<x<0); 
e) o conjunto R dos 
números reais. 


>» li 





e) lel. 


ses d) le —2; 
79. (FUND. GETÚLIO VARGAS-SP) Sejam fe g fun- 
ções reais tais que f(x) = x? + le g(y) = “ . Então f(g(2)) 


é igual a: 


| FE A 
a) O; ) JS 
> E 
d) 45 d) 5: 
80. (FGV) Se A =|xER|3x— 2x 20), 
B=xER||<x<3e 
C=|xeR|x-x-2<õ0),então 


(AUBNCE 
a) er|-I<s<0n7<x<2]; 


b) XER|-1<x<2); 
)xER|-I<xx< 3; 
d) xER|0<x< 2; 


e) perita) 


81. (UFB) Determinar o conjunto de valores de x que tor- 
nam f(x) = 2xº — 3x negativa. 


82. (MACK) Resolver a inequação: t + - <-2. 


83. (MACK) O conjunto solução da inequação 
2x — 4 i 

= > 0 é: 

a) xeR|x>2; OB 
b) xe R|x=2]) dg; 
84. (MED. JUNDIAÍ) As funções fe g de & em &%, são tais 
que f(x)=ax+2 e g(x)=3x+p. Sabendo-se que 
f(3)= —leg(-2)= —1, então, f(x) > g(x) se, e somen- 
te se, 


o) KxER|x< 2). 


o) -1<x<5; 


3 

q = 4º 

85. (FAAP) Representar na reta o conjunto dos x reais tais 

que: (x — 2) - (5 => r— 4 

86. (MAPOFEI) É dada a função: 

y=(202-9x—5)" (x? — 2x+2). Determinar: 

a) Os pontos de intersecção do gráfico da função com os ei- 
xos das abcissas; 

b) O conjunto de valores de x para os quais y < 0. 

87. (FUVEST) Considere a parábola de equação 

y=x'+ mx + dm. 

a) Achar a intersecção da parábola com o eixo x, quando 
m=-—2. 

b) Determine o conjunto dos valores de m para os quais a 
parábola não corta O eixo x. E 

88. (FEI) O domínio da função f(x) = N/ so tatis é: 


a lI<x<30uxz 4d; 

bI<x<30ux< 4; 

)-|I<x<3ouxzZ 4; 

d)x<louxzZ 4; es 
e) -|I<x<30ux> 4. 215 


)-5 <2€0 Ja 2 
4 


b) -5 S1<3 
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EA "Medidas de arcos e ângulos 


Grau: 360º é a medida de uma circunfe- 
rência. 
» Radiano: arco de comprimento igual ao 
P raio; 2x rad é a medida de uma circunferência. 
| Conversão: Grau *+ Radiano 


sen q = -Sateto oposto | ii ql. 


(R = raio da circunferência circunscrita) 
hipotenusa a 


sen P = E maia Dê 


senÃ senB send. 
cos q = -câteto adjacente 


c 
> cosq=—; 
hipotenusa a 


e lei dos cossenos 


cos p = E 
a 
g d= cateto oposto - E EA c ' 


cateto adjacente c 
pes 
a+B=90º = a = cos 
cosa = sen 


Valores notáveis: - cos À 


gt=b+cd-2-b 








Para converter x graus em y rad usamos a 
| regra de três: 

| 180º + x rad 

| xº e yrad 


Triângulos quaisquer: 
e lei dos senos 


Trigonometria do triângulo 
Triângulo retângulo: 





(RE ras e mm. . — my 


v 


+] q 
y 
é dee 


89. Numa circunferência de raio 5 cm, um arco tem com- 
primento 15 cm. Qual a medida deste arco em radianos? 


90. Numa dada circunferência, um arco de comptimento 
20 cm mede 4 radianos; qual o comprimento desta circunfe- 


93. (UNIV. FED. DE MINAS GERAIS) Sendo A = 
a = 88º20', B= 31º40' ce C= Z radianos, a expressão 
A + B - C é igual a: 
) ZE a 
O dy 6405 


E ncrei a rência em centímetros? 

RE 91. Escrever em graus os arcos de: 

a) 5 rad; c) I8 rad; 
IR bd 3 
E b) ç rad; d 4 rad. 
E 92. Escrever em radianos os arcos de: 
Ê a) 75º; c) 40º; 

| b) 67º30'; d) 225º. 





e 
- as - 


ENEIKRIES 
ss [6a [oe [o 
Per [o [a [o 

o [a [o 


Met A 


bl=a+c-2-ac-cosB 
d=a+b-2-ab-cosO 





e lei da área 






PN 


(S = área do triângulo) 
se à é um ângulo obtuso (90º < a < 180º), 
então: 


sena = sen(180º — a) 
cosa = —cos (180º — a) 


d) 115º; 
e) nenhuma anterior. 


94. (FUND. CARLOS CHAGAS-SE) Se a medida de 


T.4n 
alo do ela 
um arco é ++ radianos, a sua medida, em graus é: 
4 
a) 40; d) 200; 
b) 96; e) 450. 
c) 112,5; 


95. (PUC-SP) Um automóvel percorre uma estrada no sen- 
tido de norte para sul. Num determinado instante, o auto- 
móvel faz uma curva à esquerda, percorrendo um arco igual 
à oitava parte de uma circunferência, continuando em linha 
reta. Em que direção o automóvel estará indo após sair da 
curva? 

a) nordeste; 
b) oeste; 

c) sudoeste; 


96. (CESGRANRIO) Em um triângulo ABC, AB = 
=3, BC=4e ABC = 60º. O lado AC mede: 


d) leste; 
e) sudeste. 


a) 5; d) 23; 
b) 13; e) 3v3. 
c) V37; 
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97. (FUVEST-SP) ABC é equilátero de lado 4, AM = 
=MC=2,AP=3ePB=i. 
A 


B c 


O perímetro do triângulo APM é: 


a) 5 + V7; d) 5 + J13 — 63; 
b) 5 + 10; e) 5 + JI3 + 643. 
co) 5 + 19; 


98. (FUVEST-SP) 





Dados: MPh s; MQh t; MQh PQ; MP = 6. Então PQ 
é igual a: 


a) 33; d) 4v3; 
b) 3; e) 2v3. 
c) 6V3; 


99. (FUVEST-SP) Numa circunferência está inscrito um 
triângulo ABC, seu lado BC é igual ao raio da circunferên- 
cia. O ângulo BÃC mede: 

a) 15º; b) 30º; c) 36º; d) 45º; e) 60º. 
100. (SANTA CASA-SP) A figura seguinte mostra o triân- 
gulo ABC, inscrito na circunferência (À) de raio R. 







? 
24 


: A 
a 
5) , 

B 






ES 
N 


O ângulo À vale E rad e o lado oposto ao ângulo dado 


vale 12 cm. Então, o valor do diâmetro da circunferência é: 
a) 12 cm; c) 18 cm; e) 24 cm. 

b) 6 cm; d) 30 cm; 

101. (PUC-CAMPINAS-SP) Um triângulo ABC é tal que: 
B = 60º,AB = 8cme BC = 5 cm. O lado AC, desse triân- 
gulo, medirá: 

a) 6 cm; c) 10 cm; e) n.d.a. 

b) 9 cm; d) 12 cm; 

102. (FUVEST- -SP) Um móyel parte de À e segue numa 
direção que forma com a reta AC um ângulo de 30º. Sabe- 
se que o móvel caminha com uma velocidade constante de 
30 km/h. Após 3 horas de percurso, à distância a que o móvel 
se encontra da reta AC é de: 


a) 75 km; c) 75V3 km; e) 50 km. 
b) 503 km; d) 752 km; 


103. (FUND. CARLOS CHAGAS-SP) 





Um avião voa numa reta horizontal da altura | em relação 
a um observador 0, situado na projeção horizontal da traje- 
tória. No instante to é visto sob ângulo a e no instante t, 
sob ângulo B. À distância percorrida pelo avião no intervalo 


(tos t4) É: 
a) cotg B — cotg a; d) cos B — cos a; 
biga - tg 6; Jtgb-tga. 


c) sen a — sen B; 


104. (MACK-SP) Na figura, a área do triângulo ABC é: 


A 
ae 
5 3 
B C 
a) (153) - 47; c) 15/2; e) 15/4. 
b) (15V3) - 27; d) (152) - 4 


105. (FUND. CARLOS CHAGAS-SP) À área do triângulo 
representado na figura seguinte é: 








12513 
a 7 
b) 2 (1 + 3); 
) É (+ 3) 
a 2 (3 +13); 


o) > (32 + 103). 


108. Calcule a área S do triângulo seguinte, sendo 
h=4cm;â=60ºep=ãa45º. 


107. Determine a área S do triângulo da figura seguinte, 
dados a hipotenusa a e o ângulo à. 
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108. (F.G.V-SP) A área do triângulo abaixo é: 





co) 22 + 1); e) (V3 + 1). 


d) 2(V3 + 1); 


a) 4; 
b) (V2 + 1); 


109. (MACK-SP) Dois lados consecutivos de um parale- 
logramo medem 8 e 12 e formam um ângulo de 60º. As dia- 


gonais medem: 

a) 4 e 4V7; o) 47 e 4VIT; 
b) 47 e 419; d) 417 e 419; 
110. (PUC-SP) No triângulo abaixo, a = 20,b = 25 e 


e) 4€ 45. 





y = 60º. 

Então, sen a é igual a: 
1 2 

a) ——: d) ——: 
2 l 

b) —: e) —. 

ai 

c) e. 
V5' 


111. Num triângulo ABC, retângulo em A, a bissetriz in- 
terna, relativa ao vértice B, divide o cateto em duas partes 
tais que uma é o dobro da outra. Calcular o ângulo B. 
Ei (FUVEST-SP) No triângulo retângulo ABC, os cate- 
tos AB e AC medem 2 + 3 e 1, respectivamente. Seja D 
um ponto de AB tal que AD = AC. Calcule tg (0 + B), on- 
de a e P são, respectivamente, as medidas de ADC e ABC. 
113. (FUVEST-SP) Um trapézio isósceles está circunscri- 
to a uma circunferência de raio 2 e tem um ângulo agudo 
de 60º. Determine a área do trapézio. 

114. (UNIV. DE BRASÍLIA) Um triângulo ABC tem para 
lados:a =x +x+1l, b=2x+1 e c=x)— 1. Então 
A vale: 

a) 120º; b) 60º; 
115. (Mauá - SP) 





c) 45º; 


d) 30º. 





C 
8 m 

No triângulo ABC, temos: AC = 7 m, BC = 8m, ) = ABC 

= 60º, Determine a área do triângulo. 


116. (PUC-SP) ; 





2 


À área S pi triângulo retângulo ABC ê | 
Ri a” Cos 2h — 6º tp | 
1) a 1 b) S EE b, é 





) S = Rg p 
- a" senp., - q se o 

9 s=ESRÊ, e) = Lsenzp 

DEZ, (FUVEST) Em um Plano tem-se um 
do a, uma reta r paralela a um lado d 
t que forma com r um ângulo agudo 
sobre r paralelamente a t e obtém-s 
primento 3a. Determine tg 6. 
118. (GV-SP) No círculo trigonométr 
dos | senx |, | cosx | e seu raio te 
a) À = 0,25 | senx |; é 

) y | | d) À = 0,25 | sen 2x |. 
b) À = 0,50 | sen x |; Ei Ares gi À 
c) À é sempre menor que 0,2: 
119. (CESGRANRIO) Os catetos de um triângulo 
send. e cosa. Se o perímetro do triângulo vale | + medem 
o menor ângulo do triângulo mede: via) 
a) 15º; b)22º30'; 25º; dj27º30: e) 30º 
120. (MACK-SP) Os ângulos internos A e 24 de um a 
gulo têm como medidas dos lados opostos, Roi 
os valores 1 e/2 O ângulo A mede: 
a) 90º; b) 60º; cds; d)30º; es, 
121. (UNESP) A área do triângulo T, é 3; então, a área 
do triângulo T, da figura seguinte é: 


quadrad 
O quadrado e o de la. 


| à Te 

D.Projeta-se 0 Quadrad, 
é UM Segmento de E 
ICO, O triângulo de la 
Mm por área A. Então; 


Tespectivamente, 


5 5 
a) 6; b) 5,4; c) 4,8; d) 4,2; e) 3,6. 
122. (FUVEST-SP) Dois pontos A e B estão situados na 
margem de um rio e distantes 40 m um do outro. Um ponto 
C, na outra margem do rio, está situado de tal modo que 
o ângulo CÁB mede 75º e o ângulo ACB mede 75º. Deter- 
mine a largura do rio. 
a)40m; b)30m; c)25m; d)20m; e)20,3m. 
123. Seja £ R — R tal que fix) = sen?x —5 senx+6. 
A afirmação falsa é: 
ariz > 0, vx E Is; 
bjx) 2 2, vz E E; 
eim 2 0 VvzE RB; 
124. (FATEC-SP) Se q, P e y são as medidas dos ângulos 
internos de um triângulo obtusângulo e y > € de preto 
é FALSO que: 
a) tgy < tg (o + D); 
bj te (o + B)= — tg %; 
c) tg (0 + B) tg y * 1; TE 
125. Dois lados de um triângulo medem vó m ) da 
formam um ângulo de 75º. Calcule a área do e É 
126. (UFOP-MG) Determine a medida do lado À 
triângulo seguinte: 


d) fix) < 12, vx EB 
e) flx) < 20, vx ER 


d) tga * tgB < 1; 
e) tgo - tgy > À 
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Seno, cosseno e tangente no Sinais Sinais 
ciclo trigonométrico 


Ciclo trigonométrico é uma circunferência 
com: 

e raio igual a 1; 

* ponto origem dos arcos: À; 

e orientação: sentido positivo é o anti-horário. 


O, 
(5 DEE 


Definição 






a 0º | 90º | 180º| 270º 
mo 0 | 4/0] 47] 
Arco trigonométrico de medida a: 


e tem origem À (origem dos arcos) a Rela ções trigonométricas 
e orientação positiva sea > O 


negativa sea < 0 


IY cos Relações fundamentais: 
a 
Sinais 
eSecosx * 0 > 
A 





Secante, cossecante e cotangente: 


Cos x 
sen x 


Quadrante 





eSesenx * 0 =| cotgx = 





eixo dos senos 





eSecosx * 0=|secx= 


ECC 


350º 
Tangente 


Definição 





Seno 


Relações derivadas: 
Definição 


eSecosx é O = |secix= 1 + tgix 


eSesenx = 0=> | cossecix= 1 + cotgix 


eSesenx = O E 
ecosx = O 





| a) -5VZ3; b) -5/6; c) — 1/3; d) 12; O. 
XX EXERCÍCIOS Y 


129. (FATEC)Se senx - cosx > 0, tgx : secx <0e 


127. Determine o valor numérico de: a 
O <x< 27, então: 


sen > +Ig + cos. a) O< x < n/2; 
b)n/2<x<q7; 
cos =E. set Cx <s< 3a; 
128. (FATEC) A expressão — ——— tem valor d)3n/2 <x< 27; 
igual a: 5“ E 4 e) não há x que satisfaça às condições propostas. os 
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130. Sejamx,y €E R;sex+y =7/2ex — y = n/6€ 


cos 2x — cos 2y 


po 


a) t= 3/3; d)tr= — 3; 
b) t=]; e) n.d.a. 
c) t= 1/2; 


; 3 
131. Sendo a um ângulo agudo tal que sena. = 5º calcule 
cosa, tga, secar, cosseca. e cotga. 


132. O ângulo a é agudo e tga = + Calcule sena, e cosa. 


133. (UNESP) Se sen x = 2/3, onde x E [0; 1/2], então 
tg x é igual a: 


a) 2,/5/5; c) 3w5/5; e) 1. 
b) 5/2; d) 3/2; 


134. (FATEC) Seja x E 10; n/2[ e tg x = 3/4; então: 
a) senx = 5/10; d) senx = 3/5; 


b) senx = 5/2; e) nda. 
c) senx = 1/2; 
135. O arco x é do 3º quadrante e senx = — EE 


Calcule sec x. 
136. (UNESP) Se x E [37/2; 21], cosx = 5/3 € À = 


2 + cossecx, então: 


a) A= - 1/2; d) À = 3/2; 

b) A= 32 o) A = 1/2. 

Euo= 33 

137. Sendo cossecx = 2, * <z< x, calcule tg x. 


52 2 
138. (FUVEST-SP) Setgx = em <x < A o valor 


de cosx — sen x é: 4 
ass bj =— 715; co 215; d)l/5; = 5. 


139. (MACK-SP) Se x = SE então: 


senx + 2: cotg 






é igual a: 
* cossecx + sec 4x 


a) —2; b) 0; e) io: d) 2; e)4, 
140. (FATEC) O valor numérico da expressão 


cossec(*) — tg 2x 


1 — ec (+) 
a) — 2; b) — 2/3; e; d) 2/3; epi 


141. (MACK-SP) Considerem-se as seguintes afirmações: 
(1) Se senx = —cosx, então tg x = 1; 
(2) sec 180º = 1; 
(3) Se x > 0, então sen x > 0. 
Associando V ou F a cada afirmação nesta ordem, con- 
forme seja verdadeira ou falsa, tem-se: 
a) (E, E, F); o) (E, Vs, E); 
b) (F, F, V); e) (V, V, E). 
c) (V, E, F); 


142. (FUND. GETÚLIO VARGAS-SP) Simplificando a 
expressão 


sena : tga * cossec a E 
obtém-se: 


cosa * cotga * seca 





Ta 
—, É: 


para x = > 


a) 0; da) 1; 
b) sec?a; tora. 
c) sen?a; 


TS 


143. (FATEC) — Se f J0;m/2[ =» Dé defj id 
Nida 
Por 


fx) = — senx " tgx + secx, então; 

= COSssec x; d) fix) = sen. 
b) f(x) = cosx : sec x; e) o = = 
co) fx) = 1 — te?z: mo 
144. (FUND. GETÚLIO VARGAS-SP 


sen'x — tg x 


Simplificando 


a) secêx; d) cos?x; 
b) sen?x; e) cotp?x. 
C) tg/x; 


145. (UNESP) Se x E [0; T] e tg?x + sen? 
4 - cos?x é igual a: 

a) 0; b) 2,0; Cc) 1,5; d) 2,5; 
146. (FUVEST) Sendo a uma das soluções da 


* = 3/2, então 


e) 4, 


tg'a = cosa — sen?a, o valor de tg? é: quação 
ARE an E )V2+3 
b)V2 + 1; d)V3 + 1: | 

2 Et? 





147. Sendo sen x = * = — COsx 

a Hi obter y pç 
função de a e b. sa 
148. Calcular tg x sabendo-se que 4sen?x + 2cos?x = 3 


149. (FUVEST-SP) Quais são as raízes da equação do se- 


gundo grau x? sena — 2x cosa — seng = 0, onde 
ga 
2 
a) 2.C0SO ue cosqu = |. 
sena. sena. 
b) cosa + | cosq - 1. 
send. sena. 


EJcosa + 1 e cosg = 1; 


) seno, + |  senq-l. 
cosa, cosa 
sena + 1 sena — 1 

e) E = —s 


sen?t 5 
150. (UNESP-SP) Seja y = 2 + 29" Então 


para todo t E k: Rd 
a) y = 2; d) y = qsen't, 
b) y = 9sen E e) y = 9cos*t, 
c) y = 2cos E 


151. (UF-ES) Se 3 sen0 + 4 cos0 = 5, então senQ + cosê 
é igual a: 


a) 1/5; d) 7/5; 
b) 3/5; e) — 31. 
co) — 1/5; 


152. (UNESP)A expressão 1 — 2sen*x+ sentx +sen”x * COS X 
é aquivalente a: 
a) cos'x; d) costx + 1; 

b) 2 cosx; e) cosx. 

c) cos'x; y 
153. Se cos x = N2 e x é do primeiro quadrante, então. 
a) l — tg?x = ks 
b)2-senx- cosx = V2; 
c) cotgx — 1 = 2; 

d) secx + cossecx = 22: 
e) 1 — cossecix = 0. 
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154. Se sen x = 2/3 e x é um arco do segundo quadrante, 


então: 

a) tgx = — 7/2; d) secx = 345/5; a) 7/5; b) — 7/5; 

b) cotgx = — 2/7; c) cossecx = 1/2. o q XL 
c) cosx = — 5/3; 158 Sendo y - atm 


155. O valor da expressão 
para x = 90º é: 

a) maior que 1; 

b) um número negativo; 

c) um número irracional inferior a 1; 
d) um número real superior a 3,14; 


e) n.d.a. 

156. (GV-SP) Das igualdades: 
1) sen(r/6) = — sen(57/6); 

2) cos(r/6) = — cos(51/6); 


3) tg(n/6) = te(77/6); 
4) cossec(x/6) = cossec(51/6). 


podemos dizer que: 


a) nenhuma delas é correta; 

b) apenas uma delas é correta; 

c) apenas duas delas são corretas; 
d) apenas três delas são corretas; 
e) todas são corretas. 


Transformações de arcos 


Arcos negativos: 
esen( — x) = — senx 
etg( —- x)= — tgx 
Adição de arcos: 
esen(a + b) = sena: cosb + senb- cosa 


e cos( — x) = cosx 


ecos(a + b) = cosa: cosb — sena - senb 


=, g + 4 
ete(a + b) = rare 


X EXERCÍCIOS HF 


162. (MACK-SP) Sendo sen x = 


eseny = a, 
igual a: 

a) 48/65; 
b) 112/65; 
c) 48/60; 
d) 56/65; 

e) 16/65. 


O<xy< > ent 


163. (CESGRANRIO-R)) Sejam a um arco do 1º quadran: 


sen3x — 2cos2x 


sen x + 2cos 


de cosx — senx é: 


A 





157. (FUVEST) Se tg x = 


34ezx <x< 3%/2,0 valor 


cOSsC. X 


ex 


c) 1/5; d) — 1/5. 


.- - -— O Sadr 
Ç se + nai Ch.d 


q 
Ed 


a y=YUsb)y=32; c)y=)%d)y=2;e) nda. 


* 83 159. Se tgx = -— então: 
ste, - 2m 
a) senx = a O d) senx = É FIT á 
b) senx = 2m; e) n.d.a. 
c) sen x = im . 
| + m?º 
160. (MACK-SP) Se x = x/2, então 
senx + 2 - cotg(x/2) — cos 2x .. . 
tg(x/2) * cossec x + sec 4x gua 
a) —2; b) 0; c) 1/2; d) 2; e) 4. 


161. (FUVEST-SP) A alternativa que encerra a única igual- 
dade verdadeira para qualquer valor x real é: 
d) | + cotg'x = cossecix; 


a) | + tgix = seclx; 
b) sen/2x) + cos2x) = 1; 
c) cos(2x) = cos'x + sen*x 


Subtração de arcos: 

esen(a - b)=sena- cosb —- sezb- cosa 

ecos(a —- b) = cosa: cosb + sena - senb 
tga — tgb 

| +tga-tgb 

Duplicação de arcos: 


ete(a —- b) = 
esen2a = 2-sena:cosa 


e cos 2a = costa — sen'a = 


é igual a: 


a) 0,2; b) 0,3; 


e) n.d.a. 
( cos Za =2-cosa-l 
- | cos 7a = | — 2senêa 
Ze à 
err da = 
s | — tea 


Arcos complementares: 


esen(x2 —- x) = cosx 
ecos(x/2 — x) = sen x 
e tg(x/2 — x) = cotg x 


c) 0,4; 


164. (PUC-SP) Se tg (x + v) = 33 etgx = 3, então tg y 


d) 0,5; e) 0,6. 


165. (FUND. GETÚLIO VARGAS-SP) Sen (x + x) + 


a) senx + cosx; 
b) senx — cosx; 
c) 2senx; 


+ cos (= — <) é, para todo x € &, equivalente a: 


d) 0; 
e) —- 2senx. 


166. Seamx E |; x/2/ey € ]37/2;2r [;secosx = 2/3 


ecosy = 3/5, então: 
a) cos(x + v) = 19/15; 


te e À) um arco do 2º quadrante, tais que cos a = 0,8e sen B 


= 0,6. O valor de sen (a + f) é: 


a) 1,00; d) 0,48; 
b) 0,96; e) 0,00. 
c) 0,70; 


b) cos(x + y) = 245/15; 


c) cos(x + y) = 15 


6 + 45 


, 


W5+8. 
is * 
1Iv5 


I5 


d) cos(x + y) = 


e) cos (x + y) = 
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167. (SANTA CASA-SP) Qual das igualdades seguintes é 
verdadeira para todo x E |k? 
a) sen(— 2x) = sen 2x; d) cos(m/2 + x)= — sen x; 
b) cos (1/2 — 2x) = cos 2x; 


c) sen(X + x) = sen x; 


e) sen(7/2 — x) = — cosx. 


168. (UNESP) Se x e y são números reais tais que 


Tr cos (x — 7/4) é 
y= 2º cos— , então; 


4 sen x 
a) y= cotgx+ 1; d) y =2; 
bD)y=-tg'x-l; e) n.d.a. 


c) y=2:(cosx + senx); 


169. (UNESP) Se x e y são dois arcos complementares, en- 
tão (cos x — cos y)? + (sen:x + sen y)? é igual a: 

a) 0; b) 1/2; €) 312; d) 1; é) 2. 
170. Seja f: R > Ra função definida por f(x) = cos(2x) + 
+ cos x. O valor mínimo de f é: 

a) —3h45 Db) -718; c)—-l; d) —-98; eo. 


171. (FATEC) Sejax E Re 1 — cos 2x = a; então: 
a) a = cos?x; d) 2a = sen?x; 

b) a = sen?x; e) n.d.a. 

c) 2a = cos*x; 


172. (PUC-SP) Da trigonometria vem a fórmula 





— 


173. (FUVESTESP) O valor de (sen 22930" + co 2239 
Pe 


2 + 2 
2 +43 
2 ) d) 1; 


174. (FATEC) Se x E 70; n/2] e secix = 257 


cossec 2x é igual a: » ENtão 
a) cos*x; c) 5/4; 
b) 25/24; d) 0; “À tida, 


179. Calcular sen 2x sabendo-se QUe gx + cotgx = 3 


176. Sendo sen x + COS x = 
a) 2m; c) mº + 1; 
b) m* — 1; d) 2m — 1; 


M, Então sen 2x vale: 
)2m -, 


177. Se tg +) = 5 » então tg(a) vale: 
a) 4/3; b) 3/4; c) 2; d) |; e) -2 
178. (ITA-SP) O valor de x, x > 0 

) » Que satisfa À 
ção Vx = tg(m/12) é: A 
a) x = 443; )x=7-43: e) 
bD)x=5-43; dx=7- 43 
179. (UNESP) Se y = CE Era esti 

X 


=9-453, 


tg(a + b)= Bt cor 45o = |, entãotg 225º é 2 - cost — 
« l To tga tgb a) y = —sen x: d) y = cos x; 
igual a: T 
a) 1 — V2; o) V3- 1; e) v2-1. Biyi = E e) n.d.a. 
b) 2 — V3; d) 1 + v2; o) y=-2secx; 
Arcos côngruos c) AouÃ'ouBouB' =| x=k-(n/2) |, kEZ 
k € Z, Cosx=n; -|<n<il 
São arcos que têm a mesma origem A ea sex é côngruo com n/4 ou 3x/4 ou 57/4 ou sen 


mesma extremidade M; a medida x de qualquer 
arco trigonométrico côngruo com xo ê: 


sk € Z, x em radianos ou 
x=x +tk-360º |,k E Z,x em graus. 


Congruências importantes: 


7/4, então: 





sen 


e se x é a medida de um arco com extremida- 
des em: 


a) AouÃ' > 


b) BouB' =| x= mB +k:x ou 
= qm + kona |s 





>| x=n/4+k - (1/2 ou 
tEZ 
Equações trigonométricas 

Senx=n;-I< 





cos 





Tg x — 1 


sén tg 


n<l 





x=ua+k:-27 a [25:82] 


k Ez + / 
x=a+k7n kEZ 


1ores 
o substitui as duas anteriores) 


e 
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X% EXERCÍCIOS 


180. Considere um ciclo trigonométrico e um arco AM de 

medida — 200º; determine as medidas dos três menores ar- 

cos trigonométricos positivos côngruos do arco de medida 

— 200º (A é o ponto origem dos arcos). 

181. Considere um arco trigonométrico AM de medida 

2r/5 rad; determine as medidas dos dois menores arcos po- 

sitivos e dos dois maiores negativos, côngruos com o arco 

dado. 

182. Sabendo que x rad representa metade do ciclo trigo- 

nométrico, responda: 

a) oarco de medida n/4 “cabe quantas vezes” dentro de meio 
ciclo trigonométrico? 

b) e no ciclo trigonométrico completo? 


183. Sendo A o ponto origem dos arcos de um ciclo trigo- 
nométrico, divida-o em 8 partes iguais de modo que À seja 
um dos pontos de divisão; determine: 

a) a medida (em rad) de cada parte em que ficou dividido 
o ciclo; 

b) determine as medidas (em rad) dos arcos trigonométricos 
de origem em À e extremidades finais nos pontos de di- 
visão obtidos no item anterior; considere apenas os arcos 
positivos e menores que uma volta. 

Repita este exercício, dividindo o ciclo em12 partes iguais 

e, depois, em 10 partes. 


184. Seja k um número inteiro; fazendo k = 0, 1, £2, 
+ 3, ... determine as medidas de alguns arcos representados 
pelas expressões seguintes e marque, aproximadamente, no 
ciclo trigonométrico os pontos que representam as extremi- 
dades finais desses arcos. 


a) x=ke7; e)x=n2+k:7; 


b)x=k-q/2; )x=n4+k:7; 
C) x=k- n/3; g) x=n/4+k- n/2; 
d)x=k-q/4; h)x=k-n+tan/2. 


185. Determine os seguintes valores trigonométricos: 

a) sen (17r/2);  b)sen(—13rn/2); c) sen 271; 

d) sen(— 307); e) sen(43n/4);  f) sen(—37n/3); 
g) sen (237/6); h) cos 18x; 1) cos (— 237); 

) cos (157/2))  k)cos(—27n/2); 1) cos (9n/4); 
m)cos (— 17n/3); n) cos (317/6); 0) tg 71; 

Pp) tg(— 147); q) tg (33n/4); r) tg (= 377/3); 

s) tg (291/6). | 
Sugestão: converta as medidas dos arcos para graus, red 

à primeira volta positiva e consulte a figura dos valores no- 
táveis do livro. 

186. (MACK-SP) Para k inteiro, seja a o maior arco nega- 
tivo da família de arcos cujas medidas algébricas são dadas 
por 27/3 + 2kr. O valor de cos a é: 

a) —v2/2; b) 1/2; c) v3/2; d) -V3/2; e) —1/2. 


187. (OBJETIVO) Assinale a verdadeira: 
a) sen 453º < sen 747º < sen 1.128º; 
b) sen 747º < sen 453º < sen 1.128º; 
c) sen 747º < sen 1.128º < sen 453º; 
d) sen 1.128º < sen 747º < sen 453º; 
e) sen 453º < sen 1.128º < sen 747º. 


188. (SANTA CASA-SP) Se A=sen 580º, B=sen (— 780º) 
e € = cos 350º, então é verdade que: 
ajA<B<C; cA<C<B; 
bDB<A<C; d)B<C<A; 


eJC<B<A. 





189. Resolva as seguintes equações trigonométricas: 

a) 2: senx -—- 1=0; b)2:cosx —- 1=0; 

c) 4: sen'x — 1 =0; d)2- cosix —- 1 =0; 

e) tgx= -]; )3-tgx+V3=0; 

g) teix - 1 =0; h) tg'x - 3 =0. 

190. (FATEC) Se A = [x | x E [0;2n/, 4 senix + 3 = 
= 8 sen x), então: 


a) À =D; 


191. (UNESP) Seja A = [x |x E 2,2 cosix = 3sen x). 

Então x € À se, e somente se, existe k, k E Z, tal que: 

a) x=2kx + x/6 ou x = 2kx + 57/6; 

b) x = kx + 1/6; 

c) x=2kr + n/30u x = 2kx + 27/5; 

d) x = km + n/3; 

e) x = 2kr + 27/3 ou x = 2kx + 57/3. 

192. (UNESP) Seja À = [x E [0; 2x], sen x = cosx — 1). 

Então À tem: 

a) 1 elemento; c) 3 elementos; 

b) 2 elementos;  d) 4 elementos; 

193. Resolver a equação cos 2x + 4cosx + 3 = 0. 

194. (FUVEST) No intervalo 0 < x < x/2, determine o 

conjunto solução da equação sen 2x — cosx = 0. 

195. (SANTA CASA-SP) Quantas são as soluções da equa- 

ção sen x : cosx = 1/4, no intervalo [0; 2x]? 

q b) 4; E) d) 2; e) 1. 

196. (FUVEST) Considere a equação sen x — cosx = m. 

a) ache todas as soluções reais da equação acima quando 
m = 0. 

b) determine todos os valores m para os quais a equação pos- 
sui soluções reais. 

197. O conjunto solução da equação 


[arsen(x-5)-1 | 


e) 5 elementos. 


= | no intervalo [0; x] é: 


a) [n/2; 71/6; 51n/2); c) [n/6; x]; e) [x/2; 1/3). 
b) [n/6; 1; 21; 31); d) [n/2; n]; 

198. (U. LONDRINA) Se y = cos(2280º), então y é igual a: 
a) —cos 12º; c) —cos 60º; e) cos 60º. 

b) — cos 30º; d) cos 12º; 

199. (STA. CASA-SP) O número de arcos no intervalo 
E EE , cujo seno é igual a — 1/2, é: 

a) 2; b) 3; c) 4; d) 5; e) 6. 

200. (U.F.-PA) O menor valor positivo de x que satisfaz 
a equação 2 senx — 1 =0é: 

a) 1/6; b) m/4; c) 1/3; d) n/2; e) 1. 
201.(MACK-SP)No intervalo [0; x),o número de valores 
de x tais que 2 sen'x + cos 2x = | é: 

a) 0; bl; c)2; d)3; e) maior do que 3. 


202. (F.C. CHAGAS-SP) O número de soluções da equa- 
ção cos 4x = 0, no intervalo [0; m] é: 

a) 3; b) 4; c) 5; d) 6; e) 7. 

203. A soma das raízes da equação | — 4 cos'x = 0, com- 
preendidas entre 0 e x, é: 

a) 1/3; b)x; 


c) 3n/4; d)5n/6; e) 7n/6. 
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204. (FGV-SP) Dada a equação cos?x — 2 sec?x = 1, com 


O <x<7, então: 


x RESPOSTAS 


LA ssb;Ã os. 6 d;7.4 8. d; 
Dc; 10. c 13, d; 12. b; 13. e; 14. d; 15. 
o 16, & 14. d; 18. c 19. é 20. c; 2). q; 
2%. é 23. e; 24. c; 25. c; 26. à 





28. d; 29. c; 30. b; 31. b; 32. à; 33. c; 
34. y 






35. d; 36. a; 37. e; 38. c; 39. a; 40. [1; 10]; 41 
V5 - 


Ao, f(x) 





40. c; 46. e; 47. b; 48. 3; 49. D; 50. b; 51. a) 
reta, b) parábola; 52. c; 53. d; 54. b; 55. b; 56. 
a; 97. c; 98. c; 99. b; 60. c; 61. e; 62. e; 63. 
b; 64. c; 65. b; 66. d; 67. c; 68. d; 69. b; 70. 
671,672.673. ME R|x< 0; 74 d;75. 
E 38. c dl. c; 78. a; 79. b; 80, d; 81. 
ZER|0O<x< 32). 

te R|t<o0);83.b; 84. d; 





a) x = 1/4; b) x = 3n/4; À vs 
d) não existe x que satisfaça a equação: e) - ih; 
OO — 
85. “já d) 


=. 


86. a) (5;0)(=1/2;0), b) —1/2 <x< 5; 
87.a)(-2;0)e(4;0,b)0 < m < 16; 88. a; 
89. 3 rad; 90. 107; 91. a) 72º, b) 210º, c) 50º, 

d) 135º; 92. a) 51/12, b) 31/8, c) 2n/9, d) óm/4; 
93. e)(60º); 94. d; 95. e; 96. b; 97. a; 98. b; 
99. b; 100. e; 101. e)(7 cm); 102. a; 103. a; 104. 
a: 105. d; 106. 8 (V3 + 1)em>. 107. 

(a? - sen 20)/4; 108. d; 109. b; 110. b; 111. 60º; 
112. V3; 113. 3243/3; 114. a; 115. 6/3 ou 103; 


116. e; 117. 1/2; 118. d; 119. a; 120. c; 121. 


c; 122. d; 123. c; 124. e; 125. 3 + V3 cm?; 126. 
2; 127. /3 /2; 128. c; 129. c; 130. d; 131. 4/5, 
3/4, 5/4, 5/3, 4/3; 132. 5/13, 12/13; 133. a; 134. 
d; 135. — 32/4; 136. e; 137. —5/12; 138. e; 
139. d; 140. d; 141. a; 142. e; 143. e; 144. e; 
145. b; 146. a; 147. 24 -148.+]; 149. b; 
a? + b? 
150. d; 151. d; 152. e; 153. d; 154. c; 155. 
(2 — v2/2); 156. dXF V V V); 157.d; 158. c; 
159. d; 160. d; 161. b; 162. e; 163. e; 164. b; 
165. d; 166. c; 167. d; 168. a; 169. e; 170. d; 
171. ea = 2 sen?x); 172. e; 173. c; 174. b; 175. 
2/3; 176. b; 177. a; 178. d; 179. b; 180. 160º, 
520º, 880º; 181. 127/5, 227/5, —87n/5, 





— 187/5; 182. a) 4, b) 8; 183. a) 1/4, b) 0; 1/4; 


21/4; 3n/4; 1; 1/4; 6/4, 7n/4, c) 0, 1/6, 21/6, 
31/6; ...; 11n/6, d) 0, 1/5, 21/5,..., 9n/5; 184. 


a) «b 
b) (o 
37/2 


c) 











37/2 
185. a) 1,b) —1,c)0, d) 0,6) )v22, f) E 
g) = 1/2, h) 1,1) = 1,)) 0, k) 0, 1) 2/2, m) 


n)-3/2, 0) 0, p) 0, q) 1, 1)-V3,5 5) —V3/3; 
e; 187. c; 188. b; 189. sendo k E Z, temos 2) 
n/6 + k - 2x ou 5n/6 + 2km, b) É n/3 + 
k- 20,9) 1n/6+k: maus +k n/2,8) 
-n4+k:mf)-n/6+k 78) gi 
k:m,h) £n/3+k - q; 190. d; 191. 3 sa 
c; 193.7 + k - 27; 194. [n/2; 1/6); 195.b; 19 
a) n4+k:m,b) Demi «sd 
198. c; 199. b; 200. a; 201. e; 202. 5; 203. 
204. d. 


e” 
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ESUMOS 


E EXERCÍCIOS 


Correspondem a Matemática — páginas 97 a 144 


ÁLGEBRA 


Função exponencial 


f. ? — R, do tipo (ou redutível a) fx) = a*, on- 
des €E ReO<cazxHil. 


Dominio e imagem 
D(f) = Re Im(f) = R$ (reais positivos). 


Gráfico 


fix) = a" (8>1) 





fix) = a* y 
(0O<a<1) 





“sea > 1,a função fix) = a* é crescente; 
“scO<a< lI,fx) = a* é decrescente; 

* a função fx) = a*, intercepta o eixo das or- 
denadas (y) no ponto (0; 1); 


e a função fix) = a* não intercepta o eixo das 
abcissas (x). 


Função logaritmica 


Logaritmo 
logb=x => a*=b 


e condições de existência 
a, b,x € K 
a>0eazZleb>o0 


e consequências da definição 

log] =0(vO<ax il) 

loga = I(vO<ax 1); 
alogP=b(0<axleb> oO); 
log,b = logc — b=c(O<aále 
b>0ec> 0). 


e propriedades operatórias: admitindo a 
existência de todos os logaritmos envolvidos, 


remos: 










log,b + log, = logabc; 
log,b — logc = log, “> 
log,bº = a  log,b; 





log b = 


a de base: para passarmos da base 


e mudanç a base (0<c * 1) usa 


a(0< ax l)para 
mos a relação: 











logçb 
log,b e logçã 





OBSERVAÇÃO Quando a base não 


vier escrita subentende-se que seu valor é 
10 (não esqueça!). 





Função logaritmica 
fi 7º > ?, definida por fix) = log,x 


* dominio e imagem 


D(f) = 2º e Im(f) = = 
* gráfico 


y fix) = log,x 





fix) = log,x 


(1; O) 





O<a<1 


esca > 1,1x) = log,x é crescente; 

esc0O<a<l, fx) = logx é decrescente; 

e a função fx) = log,x intercepta o eixo das ab- 

cissas no ponto (1; 0); 

e a função fix) = log,x não intercepta o eixo mmm 
das ordenadas. 225 
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XX EXERCÍCIOS 


1. (PUC-SP) Para a função f: R > IR?, dada por y = a*, 

coma € Rea > 0€ea x 1, podemos dizer que: 

a) ela é crescente sea É 1; 

b) ela é decrescente sea * 1; 

c) ela é crescente para qualquer x real, sea > 1, e decres- 
cente sea < 1; 

d) ela é crescente para x € IRX e decrescente para x E IR*; 

e) ela é não decrescente quando a < 1. 


2. (CESGRANRIO) O gráfico que melhor representa a fun- 
ção fx) = e é 


a) y b) t 





3. (FUVEST-SP) Resolva: 4 + 8 = 6(2%), 


4. (FEI-SP) Sendo fx) = ç - 2te g(x) = 4%, resolva a 
equação: flx) + g(x) = 0. 


9. (FCC-SP) A solução da equação 0,52% = 0,251 - x é um 
número x, tal que: 


6. (FGV-SP) O produto das soluções das equações 


fa 9 108 

x. 2 =128 

a) —4; d) 6; 
b) —2; e) 12 
c) 18; 


2“ 


A (PUC-SP) O conjunto verdad 
3:97 -26:3%-9=06 
a) [3); d) (2; 
b) [- 2); 
9 [-3) fai 


e da Equação 


8. (FCC-SP) A solução da equação Ea ) 
pertence ao intervalo: 81 - (VT 
a) JO; 1[; 


9. (ITA-SP) A soma de todos 
à identidade : “8 valores dez QUE satisfazem 


eat E : 
9 "Tags "lê 
2 d) 3; 


a) 0; 
); e) n.d.a. 
2 


b) 
c) 


10. (FCC-SP) Se 3º -1 < 21, então x pertence ao in- 
tervalo: 


a) = 3h 
b) 10; 4[; 
c) ]- 00; 2 
d) [—2; 2]; 
e) ]-2; 2. 
11. (PUC-SP) Ses < 27*, então vale para x a afirmação: 
a) x E Rex < E 
bxERex> E 
xe Rers E 
dz E Rex< 3; 
ex E Rex z 3. 
12. (PUC-SP) O domínio da relação de R em R definida por 
y = SEE e: 
(5) - 243 
a) [x E R|x> 5); 
b) [x E R|x<5); 
c) [x E R|x< —5); 
d) [x E R|x> —5); 
e) (9. 


(p= 457 

(=3 + 5 — log; 

a) —7; d) 2; 
b) —1; e) 7. 
c) 1; 


E d log (o 
14. (UF-MG) Sendo flx) = 23: e g(x) = rr i 


presenta logaritmo decimal, o valor de fg 


ad 
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a) 2; b)4; c) 6 d)8B; cc 0, 


15. (FUVEST-SP) O conjunto solução da inequação 
(x — l0g,27) * (x — l0g,8) < O é dado por: 

2 ER 
a) E A As E 


Jx<Soux>3 


16. (PUC-SP) Se log,o2 = 0,3010, então log,o5 é igual a: 
a) 0,6990; d) 0,6770; 

b) 0,6880; e) 0,6440. 

c) 0,6500; 


17. (FCC-SP) Se log;a = x, então log,a? é igual a: 
a) 2x*; d) 2x; 

b) xº; e) x. 

Cc) x + 2; 


18. (FCC-SP) Se log 5 = 0,70, o valor de log 250 é: 





a) 2,40; d) 3,40; 
b) 2,70; e) 3,80. 
c) 2,80; 
19. (UNESP) Se x € | z| e log; senx = —2, então 
] AZ 
0B2 a E igual a 
a) —2v2; d) 0; 
b) — 2; e) 1 
Ls 
c) > b) 


20. (PUCC-SP) Se log 72 — log 48 = 2x — log Es então o 


3 , 
valor de log x é: 
no d) log; 
| 
b) 2 e) n.d.a. 
c) 1; 


21.Se logb = me log;c = n, então logs(a? - c) vale: 
m:n+2 
RR 
m 
b) 2m + n; 
c)m + n; 


m 
d) 2 + n; 


e) 2+n 
m 


22. (UNESP) Se log;(Vb - a?) = 4ec = log,b, então: 
a) c = 6/1]; d) c = 315; 

b) c = 11/6; e) n.d.a. 

c) c= 5/3; 


23. (UF-UBERLÂNDIA) Sendo y = * — logx = 5e 


logst = 4, então, log,.3 vale: 


a) 6/5; d) 5/3; 
b) 7/4; e) 1/8. 
c) 4/3; 


24. (FCC-SP) A sentença (log x)' = 9 é verdadeira se, e so- 
mente se: 
a) x > 0; 
b)x 2 l; 
Cc) x 
d) x 


e)x=10'oux = — 


Hom Ny 


25. (CESGRANRIO) À solução da equação 
3 - logyodx — 2 * log;o2 = O é: 





a) E d) V4; 
e + NR 
1 
Db) —= e) 1. 
Ca 
e) 2 * YZ; 


26. (FAAP-SP) Resolver o sistema: 


ide - logy = log y 
3x + 2y = 33 


27. (FCC-SP) A solução da equação 2 - logyx — log;vx = 3 
é: 


a) O; d) 100; 
b) v7; e) irracional. 
c) 4; 


28. (FEI-SP) Resolva a equação 
22 +5:2-*— 69: logy2 =0. 


29. (CESGRANRIO) Se log x representa o logaritmo de- 
cimal do número positivo x, então a soma das raízes de 
log'x — log x! = O é: 

a) —1; b) 1; c) 20; d) 100; e) 101. 


30. (UF-CE) Se x, e x; são as soluções da equação: 
4 
Jl0gsX = SEL sendo x, < X:, determine o valor de 
1 


2 E (x; p= X1). 


31. (UnB) No conjunto dos números reais maiores que ze- 


ro, a equação log x = 3: 

a) não tem soluções reais; 

b) tem uma única solução real; 

c) tem duas soluções reais distintas; 
d) tem infinitas soluções reais. 


32. (SANTA CASA-SP) À função real definida por: 
fx) = logç - (=x! + x + 6) tem para domínio: 

a) (xER|l<x< 3; 
b)xER|I<x<20u2Z<ux< 3; 
)xER|-2<x<3); 

dJjixeR| -2<xx<3); 

JnERI|ZA>l. 


227 
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33. (UNESP) Seja A C Re A > RR, definida por f(x) = Sr. (PUC-SP) Sea > 1, então o Conjunto-verdad | 
= 6 — 2x + log(x — 1), para todo x € A. Então: quação log (x — 2x + 2) > 0é € da ine. 
a AC]-1; 2; d) A C [3; +ol; axe R|x>0; 
b) AC 1; 3) e) nda. b) [x CRix<l; 
E E EE c)ixeR|xz il); 
D)ixeRix>l: 
34. (FGV-SP) A função y = log(x? — 6x + 2k + I)édef- JixeR|x>1) 
nida para tudo x E RR se: 38. (FCC | = 
a) k > 4; fx) 6 e é mais amplo domínio real da função 
“E a xER|x>O; 
DA ? b) x ER |x>o0); 
nado )xER|0<x<I]); 
Er sa d) x E R|x>l); 
( ) 
35. (UC-MG) O domínio natural da função JixEeR|x>1) 
flx) = vlog(x + 3) é formado pelos números reais x, tais que: 99, (FGV-SP) Dada a equação x? — 2 4 log = 
a) x 2 3; que ela tenha duas raízes de sinais contrários é preciso o 
b)x 2 2; )2<N<3; que: 
xa =; bDO<N<I; 
dz > = C)3<N<g4; 
eJx2> —3 d) N=1; 
Ia N<Z 
36. (UNESP) Se V = [x E R | log(x + 2) — log(x + 
— 1) > l0g 2), então: 40. (FGV-SP) Os valores de x para que log x + log(x + 
a) Wi =]; ll; cos Poda 
b) V = 4; +oof parda 
6) W = |—00; HU] 4; +oo[; oO 0< x < as 
d) V = ]l; 4; | d)x< -Soux> 2; 
e) n.d.a. e) -5<x<2. 
Sequências ea º soma dos termos 
— S, = (a, E A * a soma dos n primeiros termos de uma P.6. 
A um conjunto ordenado de números deno- Ge E ss 
minamos seguência. z ied n E Ts 
* notação: numa segiiência existe um primei- eg ades e 5 
ro termo, um segundo termo, um terceiro etc. nua A. cada termo € igual à média arit- 
1º termo: representa-se por a, ou f(1); mética entre seus vizinhos”: 
2º termo: representa-se por a; ou f(2); 
3º termo: representa-se por a; ou f(3). Cosas Dr...) => Db = * ee 
Um termo qualquer da segiência (termo ge- : 
ral) representa-se por a, ou f(n). 
P  raptsnta * três termos consecutivos de uma P.A. são e soma dos termos de uma P.G. infinita e con- 
rogressão aritmética escritos: (...; x — x; X + I;..). a 
Progressão aritmética (P.A.) é toda segiiên- Pp | ; E Pac o : é 4 ! o Ag + e 
cia em que cada termo, a partir do segundo, é REBESSEHO! BEOINSITICA j k a a o 
igual ao seu antecedente somado a uma cons- +rogressão geométrica (P.G.) é toda segiiên- 


É cia € - 
tante chamada razão da progressão. eg cada termo, ap em do epundo; É 
igual ao seu antecedente multiplicado por uma 

constante, chamada razão da progressão. 





e propriedades | 
o « toual à média geo 
e numa P.G. cada termo é igua 
os ”, 
métrica entre “seus vizinhos : 





* termo geral 
mt Der a gá 


me escritos: 
uma À soma dos n primeiros termos de uma P.A. | x El 
228 é Sa add + do + Em - RCE; ã, (aos gi XX Q 


Cos E o) = 


; são 
a de uma P.6. 
e soma dos termos e três termos consecutivos 





= . 


Scanned by CamScanner 





41. Analisando cada uma das sequências seguintes, acres- 
cente mais dois termos a cada uma delas: 

a) (1; 3; 5; 75 ...); 

b) (1; 2; 4; 8; ...); 

O (o MB 1) ua 

d) (1; 4; 9; 16; ...); 


o (E; 618; Sa, 
5º 107 207 407" JS 


42. Numa segiiência, a, - | representa o termo anterior ao 
termo a, € à, + | representa o termo posterior ao termo a,; 
simbolicamente, temos: (... ; a, - 155; dn + 15). À par 
tir disso, escreva os 5 primeiros termos das sequências em 
que: 


aja=2ea,.)/=2ºaçcomn 2 il; 
ba =4ca,./=a+t2comn 2 il; 
CJa=3eca,ç=a-,-5comn 22; 
da =1I0ca,=n:a,.,comn 22. 


43. Escreva os quatro primeiros termos das segiências se- 
guintes, cujo termo geral a,, n E IN*, se escreve: 


a) an = n; d) an = 5 — 3n; 
b) a, = nº; )aç=n"+2n+1. 
c)aç=1+2n; 


44. Calcule: 

a) o 8º termo da segiiência (1; 4; 7; ...); 

b) o 12º termo da sequência (— 3; 2; 7; ...); 

Cc) 0,7º termo da segiiência (1; 2; 4; 8; ...); 

d) 0:109 termo da segiiência (16; —8; 4; —2;...). 


45. Calcule o 1º termo da P.A. em que as = 30 ea, = 35. 
46. Calcule o 4º termo da P.A. em que aj = 18€ a, = 10. 
47. Calcule a razão da P.A. em que as = 8e am = 43. 


48. Calcule o 1º termo da P.G. em que a, = 972 e 
à = 2916. 


49. Calcule o 3º termo da P.G. em que a; = 10 ea; = 50. 
50. Calcule a razão da P.G. em que a, = 3 cas = 1875. 


91. Sendo S, a soma dos n primeiros termos de uma se- 
quência, calcule: 

a) São para a segiiência (2; 2; 2; 2; ...); 

b) Ss; para a seguência (1; 4; 7; 10; ...); 

C) Sioo para a segiiência (1; 3; 5; 7; ...); 

d) Si para a segiiência (4; — 4; 4; —4; 4;...); 

e) Sy, para a segiiência (5; —5; 5; —5; 5; ...); 

f) So para a segiiência (1; 2; 4; 8; ...); 
8) Sw para a segiiência (4; — 2; 1; — 1/2; ...). 


92 . Calcule quantos são os termos da P.A. (3; 9; ... ; 303). 
e da P.A. (32; 28; 24; ...; — 112). 


993. Calcule o número de termos das P.G. seguintes: 
a) (3; 6; 12; ... ; 3072); 
b) (2; 6; 18; ... ; 486). 


54. (MACK-SP) O trigésimo primeiro termo de uma pro- 
gressão aritmética de primeiro termo 2 e razão 3 é: 
a) 63; b) 65; c) 92; d) 95; e) 98. 


55. (FEI-SP) Determinar a razão de uma progressão arit- 
mética de 10 termos, sabendo que o primeiro termo é 42 e 
o último é — 12. 


56. (PUC-SP) O 24º termo da P.A. (o; 2; = a) é: 
35;  b)45; 28;  d)38;  e)252 


57. (CESGRANRIO) O primeiro termo a de uma P.A. de 
razão 13 satisfaz O < a < 10. Se um dos termos da progres- 
são é 35, o valor de a é: 

a) 7; b) 8; c) 9; d) 10; e) 3. 


58. (PUC-SP) Três números positivos estão em P.A. A so- 
ma deles é 12 e o produto 18. O termo do meio é: 
a) 2; b) 6; c) 5; d) 4; e) 3. 


59. (FCC-SP) A sequência (a; b; c) é uma progressão arit- 
mética.Sca+b+c=6ea:b-c=-24,o0maior dos 
termos é: 

a) — 6; b) 2; a d) 4; e) 6. 


60. (PUC-SP) O terceiro termo de uma sequência geomé- 
trica é 10 e o sexto termo é 80. Então, a razão é: 
a)-Es b) - 1; c) — 2; d) 2; e) 3. 


61. (FCC-SP) A sequência fli) = (a), i € IN”, onde 
a = 2 — 3,é uma: 
a) P.G. alternada; 
b) P.À. crescente; 
c) P.G. crescente; 


d) P.A. decrescente; 
e) P.G. decrescente. 


62. (UNESP) Numa P.G. de termos positivos, a soma do 
6º 40 8º termo é 224 e a soma do 4º ao 6º termo é 56. En- 
tão, o 3º termo dessa P.G. é: 

a) 6; b) 12; c) 16; d) 8; e) 4. 


63. (FEI-SP) Em uma P.G. de quatro termos, a soma dos 
termos de ordem par é 10 e a soma dos termos de ordem 


impar é 5. Escreva a progressão. 


64. (FUVEST-SP) À população humana de um conglome- 
rado urbano é de 10 milhões de habitantes e a de ratos é de 
200 milhões. Admitindo-se que ambas as populações cres- 
cem em P.G., de modo que a humana dobre a cada 20 anos 
e a de ratos dobre a cada ano, dentro de 10 anos quantos 
ratos haverá por habitante? 


65. (UF-BA) A soma dos 3º e 4º termos da sequência: 
a =18 
nt 8+(-1P*!-a,nE Né 


a) — 36; b) — 18; c) 0; d) 18: e) 36; 


66. (UF-RS) A soma dos seis primeiros termos da segiiên- 


cia, definida por a, = 2º -T com n E Nº, é 


Wu 
2"; DIZ; 632%; d)99V2; e)512N2. 229 
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67. (UF-BA) (—- 2; 6; — 18; ...) é uma progressão: 
a) aritmética e a; = 
b) aritmética e a; = — 20; 
c) aritmética e à; = 
d) geométrica e a, = (— 6)º; 
e) geométrica e à; = 


68. (FUVEST-SP) O quinto e o sétimo termos de uma P.6. 
de razão positiva valem respectivamente 10 e 16. O 6º ter- 
mo desta P.G. é: ns 
a) 13; b) 10 V6; c) 4; d) 4 10; e) 40. 


69. Os três primeiros termos de uma P.G. são a, = V2, 
a = V2 e a; = V2. O quarto termo é: 


a) ai b) 1; c) V2; d) V2; e) 1/2. 


V 
70. (UNESP) Se a, b, c e d formam, nesta ordem, uma P.A. 
de razão r, então b? — a?,c? — b?ed? — c? formam, nesta 
ordem, uma P.A. de razão: | 
a) 2; b) 2r; c) 2ar; d) 2rº; e)r, 


71. (FGV-SP) Quantos termos devemos tomar na P.A. 
(—-7; —3; ...) a fim de que a soma valha 3150? 
a) 40; b) 39; c) 43; d) 41; e) 42. 


72. (FCC-SP) Se a soma dos n primeiros termos da P.A. 
(—40, — 38; — 36; ...) é — 264, o valor mínimo de n é: 
a) 6; b) 8; €) 15; d) 24; e) 33. 


73. (FEI-SP) Calcular a soma dos n primeiros números ím- 
pares positivos. 


74. (FCC-SP) Se o termo geraí de uma segiiência é 
a=5n — 13,n E IN*, então a soma dos seus 50 primeiros 
termos é: 

23850;  B)5/25;  c)5650;  d)5225;  e)5150. 


75. (UE-CE) Sejam a < b < c três termos consecutivos 
de uma P.G., todos positivos. Sea =m — 1,b=m +5 
ec=llm-l,entãoovalordea + b+c é: 

a) 40; b) 42; c) 44; d) 46; e) 50. 


76. (UF-RS) Sabendo que (a,) é uma P.A. de razão 3, (b,) 
é uma P.G. de razão 1/2, a, = be a; = by entãoa, + b, é: 
a ms Bo = Es cl dj2l; 2. 


77. (PUC-SP) Seja a sequência (a;; az; as; ...; an; ...) onde 
a = 1e2a,,1 = 2a, + 1, para todo p inteiro e p > 0. 
Nestas condições, a;s; é igual a; 

a) 72; b) 74; c) 76; d) 78; e) 80. 


78. (PUC-SP) Sabe-se que as segiiências (a; 2; b) e (a; 5/2; 
b) são, respectivamente, progressões geométrica e aritméti- 
ca. Os números a e b são raízes da equação: 

ax - 5x +4=0; d) 2x + 5x + 2 = 
b)x + 5x+4=0; e) 2x — 5x —- 2 = 
0) 2x — 5x + 2 = 0; 


0; 
0. 


79. (SANTA CASA-SP) Seja g(x) uma função cujo domí- 
nio é o conjunto dos números inteiros e que associa a cada 
inteiro par o valor — 1 e a todo impar o triplo de seu valor. 
g(1) + g(2) + g(3) + g(4) + ..... + g(2k), com k inteiro, é 
igual a: 


a) 3k? — k; 
b) 2k = 3; 


é) SR = e) n.da.a. 
d) k — 3; 


80. (FGV-SP) O terceiro termo de uma P.A. é 11 ea razão 
é 4; a soma dos 20 primeiros termos é: 
a) 790; b) 800; c) 810; d) 820; e) 830, 


81. (FUVEST-SP) Suponha que a,; a,; .... ; à Sejam nú. 
meros reais positivos em progressão geométrica. Sabe-se que 
a = 1 e ao = (10. Calcule: 

log a + loga, +... + log ay 
(log indica logaritmo decimal). 


82. (FUVEST-SP) Em um pentágono convexo os ângulos 
internos formam uma P.A.. Determine um desses ângulos 


83. (FAAP-SP) Um empreiteiro contratou a abertura de um 
poço nas seguintes condições: recebe Cz$ 1.000,00 pelo pri- 
meiro metro de profundidade, Cz$ 2.000,00 pelo segundo 
Cz$ 4.000,00 pelo terceiro e assim sucessivamente, dupli- 
cando sempre até o último metro de profundidade. Se o po- 
ço tem 10 metros, quanto recebeu o empreiteiro pelo servi. 
ço prestado? 


84. SejamS,=3+7+11+..+4€e8,=1+92+ 
+ 4 +... + 128. Então: 


a) S; = Sa; d) 5 + Sa = 510; 
b) Si = Sa = 2 e) Si + 2S = 1000. 
Cc) 35 Es Si — 2; 


85. (MACK-SP) A soma dos n primeiros termos da pro- 
gressão geométrica (a; aq”; aq"; aq”; ...) comag = Oeq x 
aee: 


p= q Atl 
a) Sa = É d) S, = 
) p= ) q= 
RS — do E 
Ciao = 6 
Sus e dt — 
n 1-— q 


86. (UF-VIÇOSA) A soma da série geométrica E + 








RR pad + 6 
10º 10% 10º 1020 

a) 1/9999; c) 1/999; e) 1/99999. 

b) 1/9; d) 1/99; 


87. (SANTA CASA-SP) Simplificando-se a expressão 


= Va af PARA: ... obtém-se; ' 
a) Vx; b) Vx; c) 1/2; d) 1; e) 1/729. 


88. (UF-RS) O limite da soma dos termos de uma PG. (s0- 
ma dos infinitos termos de uma P.G. convergente) é l q E 
primeiro termo é 2/3. O terceiro termo desta progressão «- 
É. E a Ex e) 6. 
dp o dj ds dg a 
89. (UF-ES) A soma dos termos de ordem par de uma go 
infinita é 10 e a soma dos termos de ordem ímpar é 20. 
3º termo desta P.G. é: 
IS. 


] 
ar E e) =: 5 5 
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Números complexos Igualdade de complexos e divisão 

Unidade imaginária PE Assim, obtém-se o 
12 a +b,: l quociente de dois com- 

É o número i, tal que: 2º +b ci plexos multiplicando- 


se O numerados e denominador da fração pelo 
conjugado do denominador. 


Operações com números complexos Representação gráfica 


Definição de número complexo Sendo: i = unidade imaginária 








É todo número do tipo: n=a+bi o apo pps 
ê . , o x 
ao blemosasseguintesope- E % é representado 
o rações: pelo ponto P de coor- 
* potências de i denadas (a; b) no plano 
a € Ra = parte real do complexo; chamado de plano de 
ás b E Rb = coeficiente da parte O = remo Argand-Gauss. 
onde: imaginária; = P: é o afixo de 2; 
| = unidade imaginária, P=-] º =iUn EN Ox: eixo real; 
P= Oy: eixo imaginário. 
. ft =1 onde: , 
C=|z|z=a+bi,a e R r=0,1,20u3: * módulo 
eb e RF] =a+bi=| 2 = 2'+5 | éumnúme 
n/ 4 
é o conjunto dos números complexos. q ro real que representa a distância do afixo de 
resto z à ongem O do sistema de coordenadas. 
* imaginários puros º adição , ” 
argumento 


E o ângulo É determinado pelo eixo real Ox e 
= + = . 
Rem ml Da A o segmento OP, medido no sentido anti-horário 
a=0 º é um imagi- a partir do eixo real. 
is TE 


bx0 nário puro, e subtração " 
pa EM sa 
: Z z 
* números reais z-n=(4a-a)+(b-b)'i 


Forma trigonométrica 


Ea e multiplicação à E ac io à 
Ê j = =i2 "(cos0+i-seng 


real; logo, todo- Potenciação de complexos (fórmula de 
número real é 
Moivre) 


complexo. ER o 


oz= iz! (cos0+i-seng6) 





Conjugado de um número complexo 


ou, efetua-se a multiplicação de complexos apli- 
é 2=atbienioi=a bi | onde cando-se a propriedade distributiva da multipl- | >| 2:=(2)-[cos(n6)+1-sen (n9)], 
pm cação (abrem-se os parênteses) e usa-se O fato neEN 
Z é o conjugado de z. de quei? = —1. 





|+ RH 
TETE 
J0. Calcule j) = 
j a) bas b) ps; c) “a | é 31 
o “15 + 120 o —: 
d) iss; e) i”; p-——. k) 






l 
pt E 2" 
TE , 
, . a 18 
91. Efetue todas as operações indicadas e escreva o resulta i | 


O na forma de z = a + bi, coma e b reais: 3 +2P+(2 — Ir. 
a) (3 + 2) + (2 — 5i) - i; m) (1 +) 
(Il +)-(1-)- 2; q 
Jl+2m)-(2-3)-(1+ 5); sem gel 


DA -3)-(5- (14) e TE 

e) (3 + 2; te ” e 
DG — Ste Hed 
B(1 + ii); Cal 
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RR RS. 


92. Calcule a e b reais de modo que: 
aatbi=23+)+(1 - )(2 + 1) 
b)(3 — 2i) - (a + bi) = 100; 

c)(a - 3): (a + 3i) * i seja real; 

d)(2a — i) - (3 + ai) seja real; 

e)(a — 2i) (2a — i) seja imaginário puro; 
f)(a + i) + (3 — ai) seja imaginário puro; 


Es 
8) 5x; Seia real; 


"MA PP Rr 
h) 1452q “a imaginário puro; 


(2 -a+3b)+2bi =0. 





93. Calcule 

a (1 + i); e) (1 + is; 

b)(L — IP; 9 (0 — is; 

91 Dura 
ES E 

TE Di 


94. Escreva na forma trigonométrica os seguintes com- 





plexos 

a) 1 + 1; b) 21; 

c) —4; d)-1 + 3 + 

e)v3 — i; 9) —-2 — 2i; 

p) —4i h) -=v3 — i; 

8; p= 

95. Sendoi' = —l,ez=i+ E calcule |z). 

96. Calcule o módulo do número complexo : = e 

97. Sez = = es. um número complexo, determi- 
, 1-3 -i 

ne 2. 


98. Calcule o número complexo x, tal que: 

x=(-3- 27 - A 
99. Sendo A + Bi = : — à, onde A e B são reais e i 
* '€ a unidade imaginária, calcule A + B. 


100. Sendo z = (+ + RES ), calcule 2º. 





- J01. Se i é a unidade imaginária, calcule A = Ra 


CURAS ra Eugte | ME o 9 
Ee ie psi 102. Se E — l, calcule y = Mil — a 


21º 4 323 








TE Êo e i 
Vo tlquey 3-1 3+1 
TA A ' 2-% 
RT =2 + 2 


3; 
106. Sendo z, = —— ez = Ti + 1, calcule z, + 2, 


107. (UNESP) Seja z = 8 - (1 + cos 60º + i - sen 609) 





onde i = v—1; se p é o módulo de z, então: 
163 

ajp=8 V3; )p = 35 e) n.d.a, 

b)p = 8; d)p = 4v3; 


108. (UNESP) Sejai tal quei? = — 1. Sez = c + di, com 
ce d reais, é um número complexo e z o conjugado de z, 
então: 


109. Seja a sequência (a,), cujo termo geral é a, = i”, on- 





dei? = —len € N. À soma dos 10 primeiros termos dessa 
sequência é: 
e c) 0; 
E Ei di + 
j eJl -—a. 
b) Rai 


110. O número complexo (1 + i)'' pode ser posto na for- 
ma a + bi, onde a e b são números inteiros; neste caso b 
é igual a: 
a) 11; 
b) 21; 


c) 32; 
e) 43; 


e) 54. 


111. (FATEC)Se(1 + i)(a + bi) = (1 + ai)(b + i), onde 
ae b são reais, então: 


aja = —b; d)a = 4b; 
b)a = 2b; e) n.d.a. 
c)a = 3b; 


112. (MACK-SP)Seu=4+3ev=5-2, calcule uv. 


113. (MACK:SP) Simplifique: (2 + 1)! - (2 — Ee 


(-2 — ie -(i — 2º 
114. (UNESP) Sei = VT ez = + - 98, então 2! é 
igual a: 
| 1.1, 
a) —q3 Ja + gi 
a Na, 
b) 2º e) 8 Ra 
x. 
C) 2” 


3 
115. (MACK-SP) Seu = x + iyev= = — io » calcu- 


le a parte real do número complexo v - U. 


116. (PUC-SP) Se fz) = 22 — z + 1, calcule (1 — i). 


117. (SANTA CASA-SP) Seja g(x) uma função cujo do- 
mínio É o conjunto dos números inteiros e que associa a ca- 
da inteiro par o valor — 1 e a todo ímpar o triplo de seu valor. 
g(i“), com i = V—T (unidade imaginária) vale: 


a)-3; b)-1; d)3 dl; e) n.d.a. 
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118. (CESGRANRIO) O módulo do número complexo 


(1 + 3i)' é: 
a) 256; c) 81; e) 16. 
b) 100; d) 64; 


119. (SANTA CASA-SP) Determine os valores de w que 
satisfazem a igualdade w? + |w| = 0, onde |w| é o módulo 
do número complexo w. 


120. (FEI-SP) Dados os números complexos z = | +ie 





e] 


m = | — i, determine — 
| — zm 


121. (UNESP) O menor valor de n, n E IN*, para que o 


número complexo (1 + 1: V3), onde 2 = — 1, seja um nú- 
mero real é: 

a) 2; b) 3; e 

d) 7; e) 11. 


122. (PUC-SP) Na figura abaixo, o ponto P é a imagem 
de um número complexo z, representado no plano de Gauss. 
Se OP = 2v2, então z? é igual a: 

a)4 — di; ; d) 81; 

b) —4 V2 + 421; e) -8i. 

c)4 + di; 


Im(z) 


135º 


Relz) 


123. (FATEC) Ser = -lez=(1- V3-i)(=1 + à); 
se arpg(z) denota o argumento de z, então: 

a)0 < arg(z) < 1/2; d) 3x/2 < arg(z) < 27; 
b)m/2 < arpg(z) < 1; e) arg(z) E /0, 1/2, x, 3/2. 
c)m < arpg(z) < 37/2; 


124. (UNESP) Se z é um número complexo tal que 
z=i”.(1+v3-i), então, o argumento de z é: 
a)n/2; b)x/3; c)2n/3; d)7n/6; e) llni6. 


125. (FATEC) Se w = V2 - (cos a +i-sen E), então 


Polinômios e polinômios idênticos 
A(x) = B(x) = A(a) = B(a), Y a. 
Sendo A(x) = ax” + quer! +... 
Toda expressão do tipo: ne 


P(x) = ax” +ax"-!+..ta, x + ay on 


deayar.. oa pa ECxECnEN. então: 


e B(x) = box” + 8 NE em 


w'2 é igual a 

a) -8 + cos 4; d) -16 “à: sen; 

b)8-i-sen E; ( no. =) 
4 e) 16 cos — | sen 

c) — 16; 


126. (FGV-SP) As raizes quadradas do número 3 + 4i, onde 
| representa a unidade imaginária, são: 
)B+i;-2-i] dis +i;-4-i); 

bl +i;-1 -i; e) n.d.a. 

)3+1;-3- il; 

127. (FUVEST-SP) O número complexo z = 0 e o seu 


i E Ê 
inverso — têm o mesmo módulo. Conclui-se que: 


a)z € + são conjugados; d)z e - são reais; 


bz+ > =i eJz' =1. 
c) este módulo é 2; 


128. (FUVEST-SP) Determine dois números complexos 
Z;ezytaisque |z| =|, jn|l=lexm+zm=1. 


129. (UNESP) Se Z é o conjugado de um número comple- 
xo z, então é falso que: 

az: z= |zl; 

bz+Z=2+2 


c)z + Z é um número real; 


=|,paraz * o; 








Z 


para z = 0. 
zZ 





e)z” 2º 


130. (UNESP) Seja? = -Lx=1+2ey=x+ - 


se z é o módulo de y, então: 


az =; d)z = 2; 
b)z = 4; e) n.d.a. 
c)z = 3; 


- a, - 1X + 


Divisão de polinômios 


abr tho a(s) [BM 


R(x) Q(x) 


Temos que: 


OBSERVAÇÃO Se P(x) = 0, não se 
define gr(P). 


A(x) = B(x) - Q(x) + R(x); com a condição 
gr(R) < er(B) ou R(x) = 0 
Teorema do resto 
O resto da divisão de um polinômio P(x) por 
x - a éiguala P(a). 
Teorema de D'Alembert 
Um polinômio P(x) é divisível por x — a, temem 
se e somente se, P(a) = 0. 233 


A(x) = B(x) = % = bo dy = Dye And É 


* valor numérico = bon * da: 


O valor numérico de P(x) para x = a é da- 
do por: 
P(a) = aa” + aa"! +... +a a + a 


ômio 
e grau de um polinomio 
, É o maior expoente da variável x, com coe- 


ficiente não nulo, que aparece na representação 
* polinômio identicamente nulo do polinômio P(x). 
P(x) m O +» P(a) = 0,va 


P(x) nO e GQ "0 =.. =2,.)" a, = 0 Ca notação: gr(P) 





Scanned by CamScanner 





234 


Equações algébricas 


Seja Px) * ax + gx"! +... + 8,01 
x + a, um polinômio na variável x, de grau 
n (ao = 0); então ax” + ax”) + + 
+ a, |X + à, = O é uma equação algébrica de 
grau n. 


Raízes de uma equação algébrica 

Na equação algébrica P(x) = 0, todo núme- 
ro complexo r, tal que P(r) = 0, chama-se raiz 
(ou zero) da equação. 
Teorema fundamental da álgebra 

“Toda equação algébrica de grau n, onde 
n > 1, admite pelo menos uma raiz complexa.” 


Teorema da decomposição 

Px) =x +axr i+..tmax+ 
+ a, é um polinômio de grau n > 0 e pode 
ser fatorado da seguinte forma: 
P(x)=ag(x-—r):(x-— r5)...(x — r.) onde 
r), Fo = Ty São as raízes de P(x). 


Multiplicidade de uma raiz 

Se P(x) = (x — ” : Q(x) (com m e IN*) 
e Q(r) = 0, então r é uma raiz com multiplici- 
dade m de P(x) = 0, 


Teorema das raízes complexas 

Seja P(x) um polinômio de grau n, onde 
n > 2, com coeficientes reais; se P(z) = 0, en- 
tão P(z) = O, sendoz = a+biez=a-bi 
(com a€ Rebe IR*). 


Relações de Girard 


Seja ax” + ax?-1l 4 
O | "TA X + 


+ a, = O(ao x 0) a equação cujas Taizes são 
[| [53 ..., Tp: 


XxX EXERCÍCIOS 


131. (PUC-SP) Determine os valores de m, n e p de modo 
que sejam idênticos os polinômios P;(x) = (m + n + p) 
=p ty) + me +(n=-pjz+nePAs) = 

= mr + (pp + Nx +5mz + 2m. 


132. (CESESP) Sejam fe g dois polinômios não nulos de 
coeficientes reais. Assinale a alternativa correta. 

a) grau (fg) = grau (f) * grau (g); 

b) grau (f) 2 grau (fg); 

c) grau (fg) = grau (f) + grau (g); 

d) grau (f + g) = grau (f) + grau (g); 

e) grau (f + g) = max (grau (f), grau (g)). 


133. (PUC-SP) O polinômio na indeterminada X, dado por 
f=(222 +a- 3KX + (a* — DX” + 

+ (a + DX — 3,a€ R, tem grau: 

a) 3, para todo a E K; ad)! |; sea = 15 

b)2,sea = 1; e) 0, para todo a E K 

cd) 3sea x - 3/2; 


134. (PUC-SP) Se p e q são polinômios de graus 4 e 5, res- 
pectivamente, então o grau de: 


dp+qês; d) pq é 10; 
b) pq é 20; q - pê4. 
pras 


135. (PUCC-SP) Dado o polinômio P(x) = x" + x"! + 
+... x +x + 3,8en for ímpar, então P(—=1) vale: 

ay el e) 2 6) 3. 

b) O d) 1; 


136. (UF-RS) Se r(x) = ap(x) + ba(x), com r(x) = 4x? + 
+tkx-8p(x)=2x-3Ikx-Za(x)=x|-5x+1,aER, 
beRekeER,entãoa + b+k é: 

a) O; b) 1; o) 2 d) 3; e) 4. 


137. (FEI) Determine a e b para que a identidade 
ER TT Set 1 seja verificada para 

x-—3 x +41 W?- 2-3 

todo xe R — [-1, 3). 











138. (UC-MG) A soma dos valores de A, Be C tal que 
DES sd q BRO 

xs + 1) x x +1 

ams Bb) 15 6) 2 d)3; e)j4. 


139. (UF-BA) Determine o polinômio que, dividido por 
2x + 3, tem quociente x— 1 e resto 6. 


140. (EE MAUÁ-SP) Dados: P(x) = 2xº + Ax + 3B (A 
e B constantes) e (x) = x) — 3x + 9 

a) Divida P(x) por Q(x). 

b) Determine À e B para que a divisão seja exata. 


141. (CESGRANRIO) O polinômio xº + 2x? + mx + n 
é divisível por x? + x + 1. O valor dem + n é: 


a) —3; d) 2; 
b) =; e) 5 
E) ds 


142. (CESGRANRIO) O polinômio xº + px + q é divisí- 
vel por x? + 2x + 5. Os valores de p e q são, respectivamente: 


21:26 55 0) 16 —10; 
b)5e2; e) 306. 
Gula 3 


143. (UF SÃO CARLOS-SP) Classifique as seguintes afir- 
mações em V (verdadeiro) e F (falso). | 

I — Se P(x) e Q(x) são polinômios de grau n, então P(x) + 
+ Q(x) é um polinômio de grau 2n; 

II — Se P(x) e Q(x) são polinômios de grau n, então P(x) * Q(x) 
é um polinômio de grau nº; 
HI — Se P(x) é um polinômio de grau n + 1 e Q(x) um pair 
nômio de grau n — 3, então o resto da divisão P(x) : Q(x) 
é um polinômio de grau 4. 


144, (SANTA CASA-SP) O polinômio P(x)=x'+Ps* 
+ q é divisível por Pa(x) = x) + mx — | se: 
(m, p e q são números reais) 


ap=-q-lem=agq 
bm -l=pem-q=o0; 
dg+p=lem=o; 
ddm=-qgep=1+ aq; 
e) n.d.a. 
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145. (UE-CE) Se o polinômio P(x) = x* — kx + kx — | 
é divisível por (x — 1), então k é igual a: 

a) 1; (o) BR 

b) 2; d) 4. 


146. (SANTA CASA-SP) Numa divisão de polinômios em 
que o dividendo é de grau n e o quociente é de grau n—4, 
com nã INen 2 4,0 grau do resto pode ser no máximo 
igual a: 

a) 3 DbD4 os; 


147. (MACK-SP) Sabendo-se que ax! + bx” + 1 é divisí- 
vel por (x — 1), então o valor de 2a + b é: 
a) 2; b)4; e) 35 d) —7; e) 8. 


d)n-4 eon-s5. 


148. (PUC-SP) Ache o resto da divisão do polinômio p(x) = 
= Ze tr=- + 1porx+ il. 


149. (PUC-SP) Determine o valor de a, para que o resto 
da divisão de p(x) = ax* — 2x + 1, por x — 3, seja 4. 


150. (MACK-SP) O resto da divisão de p(x) = xº + 1 
(n número natural não nulo) por q(x) = x + 1 é: 

a) sempre 0; 

b) sempre 2; 

c) O se e somente se n for ímpar; 

d) 2 se e somente se n for par; 

e) n.d.a. 


151. (PUC-SP) A divisão do polinômio p(x) por x — a for- 
nece o quociente q(x) = x' + x? + x + leoresto p(a) = 
Sabendo que p(0) = — 15, o valor de a é: 

a) 13; c) 14; e) 16. 

b) — 13; d) — 16; 


152. (FGV-SP) Determine o produto m - n para que o poli- 
nômio xº — 6x? + mx + n seja divisível por 
«-D-(x- 2). 


153. (SANTA CASA-SP) Um polinômio P(x) dividido por 
x — 2 dá resto 3 e dividido por x? — 2 dá resto 3x — 1. 
Calcule o resto da divisão de P(x) por (x — 2) (x? — 2). 


154. (UnB) P,(x) e P,(x) são polinômios do 2º grau que 
se anulam quando x = 0. O resto da divisão de P,(x) por 
(x — 1)(x + 2)63x + 1. O resto da divisão de P;(x) por 
(x+ 1D)(x+ 262x- 1. 

Então, o quociente da divisão de P,(x) por Pi(x) é: 















155. (FCC-BA) Dividindo-se o polinômio f por xº — 1, 
obtém-se quociente x + 2erestox — 3. O resto da divisão 
defporx — 1 é: 

23 b2 90 d-2% e-3 


“156. (EE MAUÁ-SP) Determinar p e q de modo que o po- 
“linômio P(x) = x? — 10x? + px + q seja divisível pelo pro- 


57. (ITA-SP) Sejam a, b e c números reais que nesta or- 
formam uma progressão aritmética de soma 12. o 
que os restos das divisões de x!'º + 8x! + ax* + bx? 

porx-2e porx + 2 são iguais, então a razão ed 


a) 1; b) 0; O +]; d) n.d.a. 


progressão aritmética é: 
a 1 c) 37/5; eo) - 3. 
b) 28/5; d) 44/15; 


158. Obter o quociente e o resto das seguintes divisões: 
drtrs+r+r+rx+ipos- l; 
b) 3x* — 7x por x + 2. 


159. (PUCC-SP) Se você efetuar a divisão do polinômio 

2x — 21x? + 5x — 1 pelo binômio x + 1: 

a) O quociente não possui termo independente. 

b) Os coeficientes dos termos do quociente serão 2, —- 23 
e 28. 

c) O resto serã 29. 

d) O quociente é do 1º grau. 

e) n.d.a. 


160. (FEI) Determinar m e n reais para que o polinômio 
P(x) = x* + mx + nxº — l7x + 16 seja divisível por 
(x — Ip. 


161. (EE MAUÁ-SP) Determine todas as raizes da equa- 
ção P(x) = 0, sendo P(x) = 9x" — 36x + 20x — 6. Sabe-se 
que esse polinômio é divisível por x — 3. 


162. (FUVEST-SP) A equaçãox' + mx! + 2x +n = 0, 
onde m e n são números reais, admite | + 1 (1 sendo a uni- 
dade imaginária) como raiz. Então, m e n valem respecti- 
vamente: 


a) 2€e2; d)2e —2; 
b)2e0; e) -2e 0. 
oq0é2 


163. (ABC-SP) Uma equação ax" + a, x"! +... + 
+ ay =0,a, = 0, é reciproca se, e somente se, a existén- 
cia de cada raiz a real ou complexa implica a existência da 
raiz a 

a 
a) xº* — x = 0 é recíproca; 
b)x' — 1 = 0 é recíproca; 
)x- Vs=0€6 recíproca; 
d) 3x? + 10x + 3 = 0 é reciproca; 
e)x? —- 6x + 9 = O é reciproca. 


164. (PUCC-SP) Um polinômio do 3º grau anula-se para 
x = leparax = —3. Assume os valores — 12 e 30 para 
x=0 ex = 2, respectivamente. Esse polinômio é: 

a) Px) =(x+1)-(x+5(x— 4) 

b) Px) =(x- 1) (x+5) (x — 4) 

9 PMo=(x-D(x+3e(x+ 4) 

Px) =(x+D-(x— 5 (x+ad) 

e) n.d.a. 


165. (PUC-SP) Em relação ao polinômio P(x) = 

=(x- 1)-(x*— 1),0 que se pode afirmar sobre o nú- 
mero 1? 

a) é raiz simples; 
b) é raiz dupla; 
c) é raiz tripla; 


d) é raiz quádrupla; 
e) não é raiz. 


166. (MACK-SP) Na equação (xº* - x + x - 1) =0, 


a multiplicidade da raiz x = 1 é: 
a) 1; b) 9; c) 18; d)36; e) 54. 


235 
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ao 


am — 2 e 3 duas raízes da equação 


167. (UF-MT) Sei tE R, À terceira raiz é: 


2 + kx+t =0,ondek, 


172. (CESGRANRIO) A média aritmética d 


é h dS Taí 
equação xº — 12x* + 6x = 0 é: dlZes da 


2 Ss a X A. b 4; 3: : 
o impossível de ser determinada; a) 2; ) e) d) 0; e) 2 
b) —1; 173. (CESGRANRIO) O produto de duas das raí 
c) — 112; equação 2x) — 19x! + 37x — 14 =Qé1. asd Zes da 
d) 1/2; maiores raízes da equação é: àS duas 
e) 1. a) 7; c) 9; e) 19, 

b) 8; d) 19/2; 


168. (FEI-SP) Resolva a equação cúbica: 
3 


?-2 -%k +6=0. 174. (EE MAUÁ-SP) Dada a equação x* — gw 


+ a = 0, determine o valor de a para que as raí 
equação sejam números naturais sucessivos. 


+ 26x + 


169. (CESGRANRIO) Um dos fatores de P(x) = zes dess; 


= 97 — 11x? + 17x — 662% — 1. A maior raiz de P(x) é: 
“9 |; e) 3; e) 6. 


b) 2; d) 4; 175. (FUVEST-SP) A equação do segundo grau av 44 


— 16 = 0 tem uma raiz cujo valor é 4, A outra raiz é: 
170. (PUC-RJ) Sobre as raízes da equação x* — W + al; b) 2; Cc) 3; d) =: A 
+ 3x — 3 = 0 podemos afirmar: 

a) Nenhuma raiz é real. | 

b) Há uma raiz real e duas imaginárias conjugadas. 
c) Há três raízes reais cuja soma é o: 

d) Há três raízes reais cuja soma é 1. 

e) Há três raízes reais cuja soma é — 3. 


176. (FEI-SP) Determine a soma dos quadrados das raize 
da equação 2x* — 8xº + 6x? — 3 = 0, S 


177. (MACK-SP) As raízes da equação xº + 9x + ny + 
+ m = 0 formam uma P.A. de razão 3. Então: 
an=3em=é6 d)m+n=o; 

bn =18em=o0; eenxZO0em:n=9 


)n=3ema=il/8; 
A 


B: área da base | B=1:R 


V: volume V=>"B-H 
S,: área lateral [sesoRoE 


Secção meridiana 
É o retângulo re- Cad Secção meridiana 

sultante da intersecção il É o triângulo resul- 

do cilindro com um H | tante da intersecção do 

plano que contém os cone com um plano 

centros das bases. 4 que contém O vértice 
do cone e o centro da 
base. 


171. (PUC-SP) Calcule a soma das raízes da equação 
1x — 4x + 9x? — 14x + 5 = 0. 


Cone reto 


ao R: raio da base 


Cilindro reto 


R: raio da base 


H: altura H: altura 


H 
| g: geratriz 


V: volume | V=B-H 


9: área lateral | Ss =2:7:R:H 


- 


V: volume da esfera | V = 5 “7eR 












S: área da supérficie esférica |S = 4: 7: R? 


Intersecção de uma esfera com um plano 
















e - E etesõen é 90 
E Es esfera OBSERVAÇÃO Cilindro egliilátero é OBSERVAÇÃO Cone eqtiláter da 
e db q aquele em que H = 2R (altura = diâmetro le em que g = 2R (geratriz * ai 

d: distância do centro ; meridiana é WE 





base); neste caso à secção 
triângulo equilátero. 


da base); neste caso a secção meridiana é um 


Eee da esfera ao plano quadrado. 


236 da secção. 


em  . 
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Prisma reto 


D: diagonal = 
Bases: polígonos paralelos e congruentes; 
Faces laterais: são retângulos. 


E pe 


Cubo 


EE 
H dradas. 


( 
V: volume 
V: ú > 
B: área da tua => volume 
H: altura 


OBSERVAÇÃO Prisma regular: as ba- 
ses são polígonos regulares; as faces laterais 












D=va+ bl + 


É um paralelepípedo de seis faces, todas qua- 


A 


V: volume 
B: área da base; =» Ve— B-H 
H: altura 3 













OBSERVAÇÃO Pirâmide regular: a ba- 


se é um polígono regular; as faces laterais 
são triângulos isósceles. 






o 


Tetraedro regular 


É uma pirâmide de base triangular regular, 
todas as quatro faces são triângulos egiiiláteros. 





são retângulos todos iguais entre si. D: diagonal = | D = av3 
Paralelepípedo retângulo Pirâmide — 
de lado à > = 2 "3 
E um prisma de seis faces, todas retan- Base: em forma de polígono. ca " 4 


gulares. 





S: área = S=2:(ab+ac+ be) 









X EXERCÍCIOS 


178. O raio de uma esfera é de 6 cm; calcule seu volume 
e a área de sua superficie. 

179. À área da superficie de uma esfera mede 367 cm?; qual 
O volume da esfera correspondente? 


80. Uma esfera de raio 13 cm é seccionada por um plano 
ue passa a 5 cm de seu centro. Qual a área da secção 
rmada? 


81. Um plano intercepta uma esfera de modo que o com- 
imento da secção é 6x cm. Qual a distância desse plano 


Faces laterais: são triangulares. 





ao centro da esfera se esta tem raio de 5 cm? 


182. O raio da base de um cilindro reto é de 5 cm e a altu- 
ra do cilindro mede 10 cm. Qual o volume e a área da super- 
ficie deste cilindro? 


183. A área lateral de um cilindro equilátero mede 64x cm'. 
Qual o volume deste cilindro? 


184. Duplicando-se o raio da base de um cilindro reto e 
quadruplicando-se sua altura, seu volume fica multiplicado 
por k; determine k. 


185. Uma esfera está inscrita num cilindro equilátero. De- 
termine a razão entre os volumes € as áreas desses dois sólidos. 237 
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186. Um triângulo egúilátero de lado 12 cm é a secção me- 
ridiana de um cone egjiiilátero. Determine o volume e a área 
desse cone. 


187. Seccionando-se um cone reto por um plano paralelo 
à sua base obtém-se um tronco de cone cujo volume é igual 
a 7/8 do volume do cone original.Se a altura do cone original 
é de 12 cm, a que distância do vértice está a secção? 


188. Um cone reto está inscrito num cilindro reto de mo- 
do que a base do cone coincide com uma das bases do cilin- 
dro e o vértice do cone é o centro da outra base do cilindro. 
Qual a razão entre os volumes do cilindro e do cone? 


189. Uma esfera de raio 3 cm está inscrita num cone equi- 
látero. Qual o volume deste cone? 


190. A aresta da base de um prisma reto hexagonal regu- 
lar mede 4 cm e a altura desse prisma mede 2 cm. Qual o 
volume e a área da superfície do prisma? 


191. As nove arestas de um prisma triangular regular me- 
dem 6 cm cada uma. Qual o volume do prisma? 


192. Um cilindro reto está inscrito num prisma quadran- 
gular regular cuja aresta da base mede 4 cm e cuja altura mede 
10 cm. Qual o volume do cilindro? 


193. As dimensões de um paralelepípedo retângulo formam 
uma P.G. de 3 termos cujo produto é 8 e cuja razão é 2. 
Qual o volume e a área da superficie do paralelepípedo? 


194. A diagonal de um cubo mede 123 cm. Qual o volu- 
me do cubo? 


195. A soma das dimensões de uma paralelepípedo retân- 
gulo é 7 cm e a área de sua superficie é de 28 cm?. Qual a 
medida de sua diagonal? 


196. Uma esfera de raio 4 cm está inscrita num cubo. Qual 
a área da superficie do cubo? 


197. Uma esfera está circunscrita a um cubo de aresta 2 cm. 
Qual o volume da esfera? 


198. Uma pirâmide quadrangular regular tem a aresta da 
base medindo 5V2 cm e a aresta lateral medindo 13 cm. Qual 
o volume desta pirâmide? 


199. Qual o volume de um tetraedro regular cuja aresta me- 
de 4 cm? E qual é a área da superfície do mesmo tetraedro? 


200. Um cone reto de altura 12 cm e raio da base 2 cm es- 
tà inscrito numa pirâmide triangular regular de modo que 
Os vértices do cone e da pirâmide coincidem e à base do co- 


ne está inscrita na base da pirâmide. Qual o volume da pi- 
râmide? 


201. Uma laranja pode ser considerada uma esfera de raio 
R, composta de 12 gomos exatamente “iguais”. À área da 
superficie total de cada gomo é dada por: 
a) 47R?; 
b) 31R?; 


c) 27Rº; 
d) 47R*/3; 
e) 31R*/4 


202. (FUVEST-SP) Qual a altura de uma Pirâmide qua- 
drangular que tem as oito arestas iguais a 2) 
1 dv dv dv dy 


203. Sendo a o ângulo que a aresta lateral de UM tetraedro 
regular forma com o plano da base, determine tga. 


204. O volume do cubo inscrito num cilindro circ 
é de aproximadamente: 

a) 55% do volume do cilindro; 

b) 60% do volume do cilindro; 

c) 63% do volume do cilindro; 

d) 70% do volume do cilindro; 

e) 73% do volume do cilindro; 


Ular reto 


205. (VUNESP) O volume de ar contido em um galpão 
com a forma e dimensões dadas pela figura seguinte é: 
a) 288; 


12 
e) 768. 3 
t- 8 > 


206. (UNESP) A fim de que não haja desperdício de ração 
e seus animais estejam sempre bem nutridos, um fazendeiro 
construiu um recipiente com uma pequena abertura na par- 
te inferior, que permite a reposição automática da alimenta- 
ção, conforme mostra a figura seguinte. A capacidade total 
de armazenagem do recipiente, em metros cúbicos, é: 


— 2m 


CT 


cilindro em 


6m 
cone 
, 





a) 871 + E, b) 247; 
c) 287; d) 487; 
e) impossível de ser determi- 


nada, pois faltam infor- 
mações. 


: 5 sadios das 
207. Ligando-se convenientemente os pontos Sa é 
arestas de um cubo, obtém-se um hexágono regular CO 
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me a figura seguinte. À razão entre a área desse hexágono 
e a área da superficie total desse cubo é: 


a) 2/4; 
b) V2/2; 
c) 3/8; 
d) 316: 
e) 314; 





208. Um fabricante de molhos enlata seus produtos em em- 
balagem cilíndrica circular reta e posteriormente encaixota 
uma a uma em embalagem cúbica de 10 centímetros de aresta. 
Se as faces da caixa cúbica tangenciam a embalagem cilin- 
drica, então o comprador que adquire este molho pela apa- 
rência externadacaixa está sendo lesado em aproximadamente: 


9) 15,9%; d) 41,3%; 
b) 21,5%; e) 38%. 
c) 32%; 


209. Um peixe ao ser colocado dentro de um aquário, com 
forma de paralelepípedo retangular com 60 cm de compri- 
mento por 40 cm de largura, faz o nível da água subir exata- 
mente 0,5 mm. O volume desse peixe, em cm”, é: 


0 Lã d) 120; 
b) 24; e) 240. 
c) 64,5; 


210. (VUNESP) Os centros das faces de um cubo são os 
vértices de um octaedro regular: 





Calcule as razões entre: 
a) a área do cubo e a do octaedro nele inscrito; 
b) o volume do cubo e do octaedro nele inscrito. 


211. (UNICAMP) Numa esfera de raio unitário está ins- 
crito um cubo; neste cubo está inscrito uma esfera, na qual 
está inscrito um cubo, e assim por diante. Mostre que os raios 
das esferas, na ordem em que aparecem, estão em progres- 
são geométrica. Determine a razão da progressão e calcule 
sua soma. 


212. (FUV EST-SP) É dado um tetraedro regular ABCD 
de aresta 1. Na aresta BC, toma-se um ponto P de modo que 
PA + PD tenha o menor valor possível. 

a) Qual o valor da razão PB/CB? 

b) Calcule PA + PD. 


213. (ITA-SP) Qual o volume de um cone circular reto, 
se a área de sua superficie lateral é de 24r cm? e o raio de 


sua base mede 4 cm? 


a) E 420 cm'; 





Ba 

b) +ét n cm; 

24 
3 4 


nr em'; 


c) 
d) 


- 247 cm'; 
5 vZ0x cm). 


e) 


214. (ITA-SP) Considere um retângulo de altura h e base 
b e duas circunferências com diâmetro h e centros nos lados 
do retângulo, conforme a figura abaixo. Seja z um eixo que 
passa pelo centro destas circunferências. Calcule a superfl- 
cie total do sólido gerado pela rotação da área hachurada da 


figura em torno do eixo z. 


IR 


a) xh (b — h); 
b) xh (b + h); 





c) nb (b — h); 
d) nb (b + h); 
e) n.d.a. 


215. (FUVEST-SP) O segmento PA é perpendicular ao pla- 
no que contém o triângulo eqúilátero ABC. Suponha que 
AB = 2.AP e que M seja o ponto médio do segmento BC. 
Determine o ângulo formado pelos segmentos Pã e PM. 


216. (FUVEST-SP) Um tanque em forma de paralelepi- 
pedo tem por base um retângulo horizontal de lados 0,8 m 
e 1,2 m. Um individuo, ao mergulhar completamente no tan- 
que, faz o nível da água subir 0,075 m. Então o volume do 
indivíduo, em m”, é: 

a) 0,066; 

b) 0,072; 

c) 0,096; 

d) 0,600; 

e) 1,000. 


217. Numa câmara de ar suficientemente cheia para ser ut:- 
lizada como “bóia” está impressa uma figura de área S. Se 
insuflarmos mais ar para dentro da “bóia”, tal que seu volu- 
me fique duplicado, então a figura passará a ter área igual a: 


218. (UNICAMP) Como deve ser alterado o raio de uma 
cesta de basquete se o volume da bola for alterado por um 
fator multiplicativo a? Não leve em conta a folga existente 


entre a cesta e à bola. 


219. (UNESP) Considere que o globo terrestre é uma es- 
fera. Seja a um plano perpendicular ao eixo da Terra e que 
a intercepta determinando um círculo À de perímetro p e 
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raio a, em metros.. | 
Considere um outro círculo B de perímetro p + 1 e raio 
b, em metros, coplanar e concêntrico a A. Nestas condições, 


o valor de (b — a): 





a) tende a aumentar ao se considerar a cada vez mais próxi- 


mo dos pólos; 


—— 


d) é sempre menor que 15 cm; 
e) não pode ser obtido, pois faltam dados no proble 
ma, 


220. Num cubo de aresta 6 cm, PA, PBe P 


“ (s são A 
tas. O volume do sólido (tetraedro) (TES ares. 


CUJoS vértices são os pontos 


P, A, Be Gê 

a) 36 cm” d) 362 cm? 
b) 72 cm” e) 48/2 cm! 
c) 108 cm” 


221. Com a fusão de todo o material contido em 18 mo 
das, formou-se uma esfera, Sabendo que a altura de ca - 


ç Ps . da moe- 
da é 3 mm e o diâmetro da base é 24 mm, o raio da esfera E 
d, 


a) 18 mm d) 36 mm 
b) 24 mm e) 42 mm 
c) 28 mm 


222. Um cone de 20 cm de altura é seccionado por um pla- 
no paralelo à sua base. Se a área da secção é igual a 1/4 da 
área da base, então a distância do vértice do cone ao pl 
de secção será: 


ano 


b) assume seu menor valor quando p for máximo; 
c) é constante, qualquer que seja a escolha de q; 


xr RESPOSTAS 


1.02 08/1;254,/-1]:5.0;6. d;7,d; 
8. b; 9.b; 10. e; 11. d; 12. c; 13. c; 14. d; 
15. b; 16. a; 17. e; 18. a; 19. c; 20. e; 21. a; 
22. 3;23.c;24.e;25.3;26.S = [(9; 3)); 27. c; 
28.S = 3; l0g;5 — 3); 29. e; 30. 60; 31. c; 32. b; 
33. b; 34. a; 35. d; 36. d; 37. c; 38. d; 39. b; 
40. c; 41. a) 9; 11, b) 16; 32, c) 14; 17, d) 25; 36, 
e) 162, 486 . 42. a) (2; 4; 8; 16; 32), b) (4; 6; 
80 160 
8; 10; 12), c) (3; — 2; — 7; — 12; — 17), d) (10; 
20; 60; 240; 1 200); 43. a) (1; 2; 3; 4; -..), b) (1; 
de 9: 065... 68; 5500505) Dias 18 — ds 
— 7; ...) e) (4; 9; 16; 25; ...); 44. a) 22, b) 52, 
c) 64, d) — 1/32; 45. — 5; 46. 42; 47. 5; 48. 4; 
49. 2; 50. +5; 51. a) 40, b) 1 520, c) 10 000, 
d) 0,e) 5, 1) 511, g) 683/256; 52. 51, 37,53. 11; 
6; 54. c; 55. — 6; 56. a; 57. c; 58. d; 59. e; 
60. d; 61. d; 62. e; 63. (1; 2; 4; 8); 64.5 + 2" 
- V2 ratos/hab.; 65. b; 66. c; 67. e; 68. d; 69. b; 
70. d; 11,8: 72. 5:73.) + 345 +, + 
+ (2n —- 1) = nº; 74. b; 75. b; 76. d; 77. c; 
78. a; 79. a; 80. d; 81. 5; 82. 5 termos em P.A.: 
x-— 21x -—tr;x;x+r;x+ 2r.À somados 
ângulos internos do pentágono: 540º; logo, 
resp.: 108º; 83. Cz$ 1 023 000,00; 84. c; 85. c; 
86. d; 87. a; 88. a; 89. a;90.a)i,b) —-1,c)1, 
d) -Le-Ll — 1;91.9)8 + 4, b)2 — 
21, c) — 16 — 51, d) 36 — 21, e)5+1251, f) 24 
— 10,g) —-2 + 2i,h) (6 — 3)/5,1) (1 + 7i)/10, 


)(—3 + 4)/25,k) 5 D(—1 — )/2,m)4 — 
— 4, n)(5 — 1)/2, 0) (29+ 71)/10; 92. a)a = 
= 300. = 200 
=9b=1),b)a= 13 D 132 DZ à 
d) +v6/2,e0) +lf)a=0,ga=4,h)a= +, 
)a=2;b=0;93.9)2,b) — 2,0)1,d) — 1, 
)-1024,9)22-(1 — à), g)0, h) 21; 94. a) V2: 
* (cos 45º + 1 : sen 45º), b)2 * (cos 90º + 
+ 1: sen 90º), c) 4:(cos 180º + 1 - sen 180º), 
a)i2 ricos 120" e ii - sen 1209); e) 2:(cos 
330º + i - sen 330º), f) 2V2 “(cos 225º + i - 
* sen 225º), g) 4 * (cos 270º + 1 - sen 270º), 
h)2 * (cos 210º + 1: sen 210º), 1) 8. (cos. 0º + 
+: sen0º),j) V2 : (cos 315º + i - sen 315º); 
95. VTO/2; 96. 1/2;97.(1 — V3 - 1)/8; 98.5 + 
+ 14i; 99. 12/5; 100. (— 1 + V31)/2; 101. 2; 
102. 4 + 31; 103. (—2 — 41)/5; 104. (31 — 1) 
(10; 105. 61/5; 106. (6 + 1)/5; 107. a; 108. c; 
109. d; 110. c; 111. e; 112. 26 + 7i; 113. —5; 


114. c; 115. *osoh, 116. —i; 117.c; 118. 


b; 119. 0;i; — i; 120. 2,/5/5; 121. b; 122. e; 123. 
a; 124. a; 125. c; 126.a; faça z = a + bi, com 
(a + bi)? = 3 + 4i; 127. a; 128. (1+,31)/2; 
129. a; 130. d; 134. m = 1;n= 2;p= —3; 
132. c; 133. d; 134. a; 135. c; 136. c; 137. a = 
leb = 2 (ache o m.m.c. no primeiro membro, 
reduza os termos semelhantes e aplique o prin- 
cípio da identidade de polinômios); 138. c; 139. 
2x + x + 3;140.9)q=2x + 6;r = Ax + 
+3B — 54,b)A = 0eB = 18; 141.e; 142. 


a) 5cm b) 7,5cm 


c) 10cm d)1l2cm e) 15cm 


d; 143. I-F; II-F; III-F; 144. a; 145. c; 146. a; 
147. a; 148. 6; 149. 1/3; 150. b; 151. e; 152. 
— 66; 153. —x? + 3x + 1; 154. a; 155. d; 156. 
p=23eq= —14;157.b; 158.a) Q(x) = x'+ 
+ 2xº + 3x? + 4x + 5;r = 6b)Q(x) = 3x' + 
— 6x2 +12x — 3l;r = 62; 159.b; 160.m = 
= ]3en= — 13 (imponha que a divisão de P(x) 
por x — 1 seja exata, efetue essa divisão por 
Briot-Ruffini e imponha que o quociente obt 
do seja novamente divisível porx — 1); 161.5; 
2/3; 1/3; 162. e; 163. d; 164. c; 165. c; 166. c: 
167. c; 168. — 3; V3; 2 (use a fatoração por 
agrupamento no 1º membro); 169. c; 170. ; 
171. 0; 172. b; 173. c; 174. —24; Ho. 6; 
176. 10; 177. b; 178. 2887 cm; 144 cm; 19. 
367 cm?; 180. 144 cm?; 181. 4cm; 182. 
2507 cm?:; 1507 cm?; 183. 1287 cm; 184. 16; 
185. 2/3; 2/3; 186. 72nV3 cm; 108mem” 187 
6 cm; 188. 3; 189. 817 cm”; 190. 483 cm 46 
 (V3 + 1) cm?; 191, 5443 cm; 192. pi 
193. 8; 28; 194. 1728 cmº; 195. 2! CM; o E 
384 cm?; 197. 4nv3 cm'; 198. 200 Li 

m'; 201. & 


3. 163 cm?; 200. 48V3 c | 
16/2/3 cm?; 16 o formado pelê 


lo E 
: 204. 
que une o pé da altura à )» 
c; 205. b; 206. b; 207. c; 2 dar 
3/3; (32; 212. 1/25 Nº 
23; 6; 211. V3/3; (3 + V3)2; | 
deve ser o ponto médio da aresta 
b: 215. 60º; 216. b; 217.6; 218. 
ipli Va: 219. c; 220. a; 221. 
tiplicado por Va; 219. €; 444. é» 


” . 
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RESUMOS 


EXERCÍCIOS 


Correspondem a Matemática — páginas 145 a 192 





ALGEBRA 


Matrizes 





Matriz mXn, é uma tabela de números reais 
dispostos em m linhas e » colunas. 


Representação: 
do do ds din 
Jd» dos dos do», 
M = 
Am dm dns nes Imn 


O primeiro número do indice indica a linha 
c o segundo número indica a coluna onde se si- 
tua o elemento na matriz. Assim a,,, por exem- 
plo, indica que o elemento está na 2º linha e 
3* coluna. Podemos também indicar: 
À = (a,)m«n para uma matriz do po mXn. 


E Casos particulares 

Matriz quadrada: m = n 

Matriz linha: m = 5 

Matriz coluna: n = | 

Matriz nula: Todos os elementos são nulos. 


º Igualdade de matrizes 

Sendo À = (a, )rzn e B =(b)nxm então: 
À = B, se e somente se a, = b,, para todo 
e todo y. 


| “ Adição de matrizes 
| Sendo À = (a,)mxn B = (Dna da 
E (Ci)m=n então: C = A + B,se e somente se 
€C,=a, + b, para todo 1 e todo j. 
Propriedades 
“(A+ B)+C=A+(B+ CC) (associativa) 
“A+ B=B+aA(comutativa) 
“A+ 0=0+Au=aA (elemento neutro) 
“A +(-A) = 0 (elemento oposto) 

=, é a matriz oposta da matriz À e O é 
a matriz nula, 


" 


“ Multiplicação de um número 
real por uma matriz 
Multiplicamos todos os elementos da ma- 





triz pelo número real. 


m Multiplicação de matrizes 
Sendo À = (a,)a.p €B = (b).n à ma 

triz produto C = À - B, será C = (c).., On 

de: c, = ab, + ab, + ... + ab, 

OBSERVAÇÃO 

º O número de colunas de À deve ser igual 

ao número de linhas de B. 


e À matriz produto C, terá o mesmo número 
de linhas da matriz À ce o mesmo número 
de colunas da matriz B. 





Sugestão Acompanhe u multiplicação de ma- 

trizes pelos exemplos numéricos e exercicios re- 

solvidos. 

Propriedades 

(AB): C = A-(BC) (associativa) 

' ((A + B) - C=AC+BC (distnbutiva à direita) 
A -(B+ C)= AB + AC (dismbutva à 

esquerda) 


m Transposta de uma matriz 
Sendo À uma matriz do tipo mXn, a trans- 

posta de À, que se indica por À, é a matriz do 

tipo nxm que se obtém trocando as linhas por 

colunas na matriz À. Isto é, a 1º linha de À 

é igual à 1º coluna de À, à 2º linha de A é 

igual à 2º coluna de À e assim sucessivamente. 

Propriedades 

(A) =A 

(A+B)/=A + B' 

(a AjJ=a A 

(AB) = BA 


= Matriz identidade 

l,sci =] 
Propriedade 
cache Ã=A 


m Inversão de matrizes 
A matriz inversa da matriz quadrada A, se 
existir, será indicada por À — e será tal que: 


asim A tada, 
Propriedades 
(AN) !=A 


mam mo - rm à Sto ci dm 


A toda matriz quadrada À, podemos asso- 
ciar um número denominado determinante de 
à. Indicamos por det À ou pelos elementos da 
matnz entre duas barras. Exempio: 








sds 40 “D “ja b 
matriz À: à i dl det à =|. d | 
m Determinante de matriz de 
ordem 2 

b 
- ql=ad- 








m Determinante de matriz de 
ordem 3 


ai 
a” 3 


Repetimos as duas primeiras colunas ao la- 
do do determinante e a seguir fazemos as ope- 
rações como indica o esquema. Esta é a regra 
de Sarrus, só válida para determinantes de or- 
dem 3. 


= Menor complementar 

Se a, é um elemento da matnz À de ordem 
r(n > 2), então o menor complementar do ele- 
mento a, é o determinante que se obtém reti- 
rando-se a linha 1 « a coluna j da matriz À. In- 
dicamos o menor complementar do elemento a, 


por M,.. 


E Complemento algébrico ou 
cofator 
Indicaremos por À, c ele será dado por: 


Mm 
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m Teorema de Laplace 

O determinante de uma matriz quadrada de 
ordem n(n >2), é igual à soma dos produtos 
dos elementos de uma fila (linha ou coluna) pe- 
los seus respectivos cofatores. 


Propriedades dos determinantes 


e| det A! = det Ã 


e Trocando-se a posição de duas filas paralelas 
de uma matriz, seu determinante não se altera 
em módulo, apenas trocando de sinal. 


e Se duas filas paralelas de uma matriz são 
iguais, então seu determinante é nulo. 

e Multiplicando-se (ou dividindo-se) uma fila 
qualquer de uma matriz por um número, seu 
determinante fica multiplicado (ou dividido)-por 
esse número. 

e Sendo 4, uma matriz quadrada de ordem n, 
e q um número real, então: 


det (a A) = q" - det À 


e Se duas filas paralelas de uma matriz são pro- 
porcionais, então seu determinante é nulo. 

e Se uma fila de uma matriz é formada por so- 
mas de duas parcelas, então seu determinante 
é igual à soma de outros dois determinantes: o 
primeiro formado com as primeiras parcelas e 
o segundo formado com as segundas parcelas, 
permanecendo inalteradas as demais filas. 

e Teorema de Jacobi: um determinante não se 
altera quando se soma a uma de suas filas uma 


X EXERCÍCIOS 


outra fila paralela previamente multiplicada por 
uma constante. 


m Determinante do produto de 


matrizes 
Sendo A e B matrizes quadradas de mesma 
ordem então: | det (A - B) = (det A) - (det B) 


m Determinante de inversa de 
uma matriz 


] 
det A 





det AT! = (det A £ 0) 


À, matriz quadrada de ordem n. 
OBSERVAÇÃO Uma matriz À é inver- 
sível se, e somente se, det A * 0. 


Sistemas de equações 
lineares 











m Sistema linear de m equações 
a n incógnitas 
Todo sistema do tipo: 
ax + ak +... tank =D) 


dot + domo Pega fã = b, 


AmIX| J dm2k2 poa: AmnXn E Dn 


cm 


m Regra de Cramer 
Um sistema linear de n equações q » 


1 » » = 1 in ; , . 
nitas pode ser resolvido pela regra de cog 


“Tamer, 





Classificação 


º Se D 0, sistema possível e determinado ( 


única solução). a 


á se D o D, j Dy, — ora Dn » Ú, Sistema 
possível e indeterminado (infinitas soluções) 


eSe D = O e (D,., * O ou Do * 0 ou 
Den * 0) o sistema é impossível, ” 


m Sistemas lineares homogêneos 


E o sistema linear que possui os termos in- 
dependentes de todas as suas equações iguais a 
zero. 

Para um sistema linear homogêneo teremos: 


e Se D x 0, osistema admitirá uma única solu- 
ção que será (0; 0; 0; ...; 0), chamada solução 
trivial. 


e Se D = 0, o sistema será possível e indetermi- 
nado admitindo infinitas soluções. 


Determine a, b e c para que À = B. 


] 2 3 0 
SS (PUCSP)Sea-|-2]44.| 3]+c-|2]=|0, 
1. (PUC-SP) A matriz A de ordem 2x3, definida por =3 =] 1| 10 
a; = 1 | é dada por: então os valores de a, b e c são respectivamente: 
2 & 6 :n2 0 -2 -4 -6]) JLLI J22%2 0555 
DF 2 | 9) E 4 4 9 [54 -2 E b)0,0,0 d)4,4,4 


6. (FUVEST-SP) Considere as matrizes: 
1) A = (aj), 4X7, definida por a; = 1 — ); 
2) B = (b;), 7x9, definida por b; = 1; 

3) = (Cij), C = AB, 


| 27" 6 FS a 
ola é valia 
2. (UNESP-SP) Seja A = (aj) a matriz real quadrada de or- 
dem 2, definida por: O elemento cça: 
Es (as pai a) é -112 b)é -18 q) é 9d) é 12 8) 
ij 


2 , : 
C++, parei 2) 
7. (PUC-SP) Se A = p q , então AZ+2A-11 "ho 


não existe 


Então: 


SÓ .s 
9 A=|5 | q4=|; 5 e) n.d.a. onde Lo = [9 |o égua a 


fi og o] 
BL) So o) 


8. (FAAP-SP) Dada a matriz À = 


» 5 


va E Joni 


) 5x 8] |10-y 8 x 
3. (UF-BA) Sendo E 4 = | 10 Ra » então 
x e y são respectivamente: 











a 4 , calcular 4 € , 


2) 06. —-. 1 b) 1e5 C) 260 
d)2e ll e) 3e —s5 e =| IR 
= [116 a? 2» q 
242 do (Heat po og;116| ada [ê eb 9. (PUC-SP) Se A = | ; 5 uma matriz colunê 
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X = [3] tal que AX = 3X é: 


E) +) a[3) ag] o[! 


10. (CESESP-PE) São dadas as matrizes A = (a,) e 
B=(bj)ondei=1,2,3ej=1,2,3taisquea,=i+) 
eb=2i-j+1. Determine o elemento c,, da matriz 
(Ci) = C=aAB. 


11. (F.C. CHAGAS-SP) A matriz transposta da matriz 
À = (a;;) de tipo 3x2, onde ãijj = 2 — 3j, é igual a: 


[24 2) Co) 9 2 Ji] 
E 
a[-4 -2 0] 


2 5 | 
12. (UF-BA) Considere a matriz À = - | 4 3 : 
3 0 2 


2x+y 5x+y 8/3 
Efetuando-se A! — & - À, obtém-se | 163 83 1 | ' 
0 —3 4/3 


y 


Calcule o valor absoluto de CH 


13. (UF-BA) Sendo M = E 1 Na lo ) : 


P = : E » é verdade que: 
a) MxP =P b) NxP =P c) MxM = N 
d) M+P =P e) M+N=N 


14. (FAAP-SP) Dada a matriz A = É 
1 O 

triz B, tal que AB = I, sendo I = Ê | j 

15. (SANTA CASA-SP) Sabendo-se que a matriz 


2 l - 1 
E O Er é simétrica, determinar x € y. 


x y-3 1 
| [4 3, 
16. (CESGRANRIO-R]) A inversa da matriz k | é 


à) a “1 à) pf et 
DE RR 4 9 [54 1 

C) inexistente 

17. (FAAP-SP) Dadas as matrizes A = É 4 E 
B = Lol 


eme [4 7] ooo [j 3) te 


19. (FEISP) Dadas as matrizes A = [1 | eM=|> ] 


| , calcular AB+A |. 





a) Determinar M”! 

b) Sabendo-se que o traço de uma matriz é a soma dos ele- 
mentos da diagonal principal, determinar o traço da ma- 
triz MT! AM. 

20. (FUVEST-SP) O número de raízes da equação 

O 3º 1 

O 3º 2 

4 3 3 

a) O b) 1 ne: 

21. (FGV-SP) A solução da equação 

x 0 1 

| EM 

O 1 x 

a) não tem solução real c)x= =] 

b)x=v3 d)x=1 

22. (F.C.CCHAGAS-SP) O determinante da matriz 

À = (a,), de ordem 3, onde 


=0é: 








d) 3 e) 4 


= 0 (x real) é: 








e)jx=-1 


é igual a: 


a) O b) 12 c) 24 d) 36 e) 48 


23. (FUVEST-SP) O determinante da matriz Ê à] R 


onde 2a =e*+e *e2b=e' —- e*, é igual a: 








a) 1 b) —1 De de e) zero 
24. (F.C.CCHAGAS-SP) O valor de x na equação: 
3 y -l 
21 4l= | E E é 
| 0 -—2 


a) 4y—- 1 b)-4y+1 c)4y—8 d)17/2 e) —-2 


3 4 
25. (FUVEST-SP) O produto da matriz À = | 5 5 | 

x y 
pela sua transposta é a identidade. Determine x e y sabendo 
que det À > 0. 


-1 
26. (PUC-SP) Sendo dadas as matrizes reais À = | À 2 
0 


B=[x 1 5), então a equação det (À - B)º = O tem por con- 
junto solução: 




















a) (0; 1) c) (0) e) n.d.a. 
b) o conjunto dos números d) [= 1;1) 
reais 
27. (UDF) Calcule os números x e y tais que: 
0 0 1 | x O 
2 x 4|=-lel0O y 1/=8 
Ly 1 01 
28. (MACK-SP) Determine em R a solução da equação: 
2 x x 
-1 —2 —||=8- log» 4 
3 l 2 End 
E 2 
29. (UF-BA) O valor de [e E 5 Í é: 
v10 5 + 2 
| 
Gado gosta im: ADA E mn 
)-272º0 9% Eder = 
5/2 mena 
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30. (UE-CE) Se P | é a inversa da matriz P = | | 1 ; 
então o valor do determinante da matriz P + F 1 é: 
)15 2 JS 93 nda 


215 
31. (UF-BA) O determinante associado à matriz E 4 é 
| 32 


d) número ímpar 


a) múltiplo de 7 
e) número primo 


b) divisor de 7 
c) potência de 7 


2 -l 
32. (UF-PR) Dadas as matrizes A = E ] e 


0 ] 
-1 2 3 q 
De RR E sendo N = 50 + der (A - B), en- 


contre o valor de N. 


33. (UDF) Seja M a matriz quadrada de 3º ordem em que 
a; = i + j. Determinar o cofator do elemento as2. 


Tv no 2 0 
Ux Na 
34. (FGV-SP) Sejau= |) 0 x | 

O 0 X 
Os valores de x reais para os quais u? — 2u + 1 = 0, são: 


aax=-lox= —2 c)x=1loux=2 
bx= +] d) x = 


] 
35. (FUVEST-SP) | | 
0 


2 DI q 


36. (UF-BA) Se x = 








8 
10 
0 


8 74 
o 20, 8 
O 


ax=y=0 bx=2y c) 2x=y d)x+y=0 
37. (SANTA CASA-SP) Considere uma matriz de ordem 


, então: 








2. 1 A 
ul que e A 6 ca maio =| 0 ] 
O 16 


Então, sendo C = A - B, podemos afirmar que det C vale: 
a) — 12 b) 12 c) —24 d) 24 e) n.d.a. 


38. (FUVEST-SP) Determine o valor de 0 para que a matriz 
senO0 cos6 O 1 
sen6 cos0 O O 


sen 6 | O |, seja inversível. 
0 0 1 0 
39. (UB-DF) O determinante 
l | | l 
E é de Vandermonde e o seu valor é: 
4 9 | lo 
-8 27 -1 64 


a) —300 b) — 400 c) —500 d) — 600 
40. (FGV-SP) O valor do determinante (onde log representa 


o logarítmo na base 10) 
| ] | ] 


log 2 log 20 log 200 log 2000 
(log 2)? (log 20)” (log 200? (log 20007 
(log 2)” (log 20)” (log 200 (log 2000) 

é igual a: 
a) 2 b) 12 c) 20 d) O e) 1 
x+2y+3z=14 
41. (FUVEST-SP) 4y +57 =23 
6z = 1? 
Então x é igual a: 
a) 27 b) 3 c) O d) —2 e) 1 
42. (FUVEST-SP) Determine a e b de modo que sejam equi. 
valentes os sistemas: 
= yel ax + by =1 
x+y=2 * lbx-ay=1 
43. (F.C.CHAGAS-SP) Se os sistemas 
. 2x + ky = 4 , Ryo == 
“bg e ini 
são equivalentes, então: 
a)k=2 c)k+t=0 
b)t=2k d)k -t=0 


44. (UNESP-SP) Sejam x, y e z números reais tais que: 


x+ty=6 
ytz=3 


x+z=1 


e) 2kK + 3%=0 


Então xy — z é: 

a) —8 b) 7 c) 9 d) 1/9 e) 1/8 
45. (FGV-SP) No sistema de equações 

K +3y+z=2 


os valores de k que o tornam indeterminado são: 
a)0el b)2e3 J0e-3 d-lel e -le? 


46. (FEI-SP) Para que valor de m o sistema de equações 
lineares 


mx +z=1 
=x + my — 2z = 0, é impossível? 
UE Ze 3 
47. (FUVEST-SP) Para quais valores de a o sistema linear 
x+rytz=] 
2x + 3y + 42=a 
-y-2=aº 
admite solução? 
48. (FUVEST-SP) Discuta: 
Xx-)jy=-m 
2x + 3my = 4 
49. (FUVEST-SP) O sistema linear 


xty=I1 
X — y = 1, tem solução se e somente se: 
ax + by = c 

aja *c Ja =c 

b)b =c db=lea-c=1 


=. 
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50. (CESGRANRIO-R]) Sobre o sistema 


x-y=0 
2x + 3y = 5, pode-se afirmar que: 
x + 3y = 


a) não tem solução 
b)x=1ley=J1]ésolução 
c)x=5ey= —5/3 é solução 
d)x=0€ey = O é solução 

e) tem uma infinidade de soluções 


51. (FUVEST-SP) O sistema linear 


x+ty=0 
x+z=0 
+ mz = 0 


a) todo m real 
b) nenhum m real 


e indeterminado para: 


c)m=1 
d)m= -1 


e)m=0 


52. (CESGRANRIO-R]) O valor de À para que o sistema: 


x+y-)Az2=0 
x+Ay -—-z=0 
x+(l+))y + z=0 


admita soluções (x; y; z) distintas de (0; 0; 0) é: 


Análise combinatória 





m Fatorial 
Sendo n E IN, define-se n fatorial ou fato- 
rial de n (indicamos n!) como sendo: 
nl=n:(n-1):(n-2)...3:2:] 
| 


l 





Decorre da definição que:n!'= n : (n — 1)! 


m Princípio multiplicativo 

Se um evento À pode ocorrer de m manei- 
ras distintas e a seguir, um evento B pode ocor- 
rer de n maneiras distintas, então o número de 
possibilidades de ocorrer A seguido de B é m 
multiplicado por n. O princípio multiplicativo 
pode ser generalizado para mais de dois eventos. 


m Arranjos simples 

São agrupamentos onde a ordem com que 
Os elementos participam é considerada e não 
existe repetição de elementos. 

O total do número de arranjos simples é da- 
do por: 


a) 2 b) | o) -1 d) 0 
93. (PUC-SP) Para que o sistema 


x+ay -z=0 
-ttytz=0 
x+az=0 
admita solução distinta diferente da trivial x = y = 2 = 0: 


aaa=20uda=-3 
b) tal fato nunca ocorre 
c) a deve ser igual a zero 


54. (FUVEST-SP) A equação matricial 


] 5 
É E | [5] = [| » admite mais de uma solução 
se e somente se à. for igual a: 

a) O b) +33 O) +3 dd +v6 o +vVT 
99. (CESGRANRIO-R]) Sejam À, e À, os valores distintos 
3 j Bi] À X| 

2 x) “lx 


admita a solução [| x [o] - Então, À, + À, é: 


d) a deve ser igual a —| 
e) n.d.a. 


no Ê 
de ). para que a equação 5 


a) —5 b) 4 
d) —6 e) O 
o. n! 


n = número de elementos que temos para uti- 
lizar. 

Pp = maneira segundo a qual esses elementos se- 
rão agrupados. 

A, p lê-se: arranjo de n elementos tomados p 


a p. 


m Permutações simples 
São arranjos simples onde n = p. O núme- 
ro total de permutacões simples é dado por: 


m Permutações com repetição 

O número total de permutações de n elemen- 
tos onde exitem: r, elementos repetidos de um 
mesmo tipo, r, elementos repetidos de um ou- 
tro tipo e assim sucessivamente é dado por: 





+m=n. 


onde F, + Ir, + ... 


m Combinações simples 

São agrupamentos onde não importa a or- 
dem de participação dos elementos. O número 
total de combinações simples é dado por: 


c) 10 


= n! 
Cr > To pp! 


Co, p lê-se: combinação de n elementos toma- 


dos p a p. 


Binômio de Newton 





Número binomial 


Sendo nE N e pE N, com n 2 p, 
temos: 


da re] 


m Binomiais complementares 


é c (2) são binomiais complementares 


m Igualdade de binomiais 


) ent 


ouptk=n 
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+” jedades Propriedades 
Triângulo de Pascal ps dos binomiais de uma linha é igual 
0 a 2”, onde n é o “numerador” dos binomiais. E Os coeficientes de cada tErMO são os +: 
(o) e Relação de Stifel: a soma de dois binomiais da linha de “numerador” y do * binomig 
1 7i “vizinhos” de uma mesma linha é igual ao bi- Pascal. “ângulo de 
(o ( j nomial situado imediatamente abaixo do segun- e Os expoentes do x (Hrurdit a 
| E (1) (3) do número somado: do de um em um, desde n e o 
0 2 n n | * Os expoentes do a (2º “si 
(9 (9 (9 O) Gr) () ne o pa rc 


* O desenvolvimento de (x + an ; 
(4) sa n + 1 termos. ai * formado de 


(5) i R ) E a) (relação de Stifel) m Termo geral 


aa” a ada” ea DO Na 


ps AJ tm a a 9) pa 


pá fumit qumá) quê fuma, pad” fai e pe 

So 
RE 4 
Dae 
ond! =, 
o Paço 4 
E 
to 3 
q 4 
LIES 
[em] 

o 
e ST 
VR re = 
o E 
NE 


SON O E IDIDYUS 


Binômio de Newton 





-— + - º E 
São expressões do tipo: (x + a), com onde Lp + 1 representa o termo de ordem 


] 
bd nen. p + 1 do desenvolvimento de (x + ap, 
So: da 


Sm 13 6 1 





a) 11 b) 13 c) 4 d) 5 e) 12 
x EXERCÍCIOS 63. (UF-RS) A solução da equação 24,, = 4IC,, .é: 


a) 14 bI2 oJIl0o dB eó6 








56. (PUC-SP) Se (n — 6) = 720, então: 64. (CESCEA-SP) Quantos números ímpares de 4 algaris- 
an = 12 é n = o e n= lá mos, sem repetição, podem ser formados com os dígitos 1, 
bja = 4 n = 2,3,4,5€ 6? 
57. (CESCEA-SP) Se m é um número inteiro não negati- a) 120 b)60 c)30 d)180 e) 90 
vo, o valor da expressão [(m + 2)! — (m + 1)Jm! é: : 65. (UF-CE) A quantidade de números pares de 4 algaris- 
a) m! ; c) 1 e) [im + 1)] mos distintos que podemos formar com os algarismos 1, 2, 
b) (m!) d) (m + 1) 4,5,1,8€e9€: 
e fo be da. 
58. (PUC-SP) Simplificando-se CasIA e PD bj6O 240 0) 960 e) nda 
(n = 1— 1) 66. (FGV-SP) Quantos são os números maiores que 400, 
a) (n — m(n = 1 +1) d) (n — m(n — 1) pares, de três algarismos, que podem ser formados com 0s 
b) (n — n(n — 1) e) (n+rn(n=-r+1) algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8? 
)(n=—n(n+r—1) 2) 620 640 c) 160 d)2520 e) 2048 
| = nd 
59. (UF-VIÇOSA) A prega an 67. (UF-CE) Considere os números inteiros maiores Es 
é igual a: (n + In — 1) 64000 que possuem 5 algarismos, todos distintos, € que a 
o contêm os dígitos 3 e 8. A quantidade desses números é: 
| dn + 2n a) (nt 200] + À da 
| bn? +2n+1 e) nº +2nº +2n a) 2160 b) 1320 c) 1440 d) 2280 e) nda. 
| d(n+2]+1 68. (SANTA CASA-SP) Existem 4 eg” de a 
cnnº-1) k 3 estradas de ferro entre as cidades À e 5. Quan 
js ERREI (mA então digg É diferentes percursos para fazer a viagem de ida e volta ga 
igual a: Ae B, utilizando rodovia e trem, obrigatoriamente, em q 
a) e d) 1985 quer ordem? á 
1985 1984 — 1 a) 4x3! b)2!x4ix3l Ju Jo! € 
ar 
a fo e) 1984? — 1 69. (MACK-SP) O total de números, formados a ag 
1984 rismos distintos, maiores que 50000 e menores qu 
61. (UC-PR) A soma das raízes da equação (5x — 7)! = 1 — e que são divisíveis por 5 é: 4032 
vale. a) 1596 b)2352 c)2686 d)2785 € a 
es DT 912 43 64 70, (CESCEA-SP)O total de números múltiplo 
a 62. (CESCEASP) Se —=bº* = — então néimul a quatro algarismos distintos, que podem ser 
246 ) An,3 4 dl algarismos 1, 2, 3, 4,5 e 6 é: 





e . 
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a) 24 b) 48 c) 54 
d) 96 e) 120 


71. (FAAP-SP) Em um campeonato de dois turnos, em que 
devem jogar 12 equipes de futebol, qual o número total de 
jogos a serem realizados? 


72. (PUC-SP) Chamam-se “palíndromos”, números intei- 
ros que não se alteram quando é invertida a ordem de seus 


algarismos (por exemplo: 383, 4224, 74847). O número to- 
tal de palíndromos de cinco algarismos é: 


a) 900 d) 2500 
b) 1000 e) 5000 
c) 1900 


73. (FGV-SP) Um tabuleiro especial de xadrez possui 16 
casas, dispostas em 4 linhas e 4 colunas. Um jogador deseja 
colocar 4 peças no tabuleiro, de tal forma que, em cada li- 
nha e cada coluna, seja colocada apenas uma peça. De quan- 
tas maneiras as peças poderão ser colocadas? 

a) 64 

b) 576 

c) 16 

d) 4 

e) 30 

74. (MACK-SP) A quantidade de números de 3 algarismos 
que tem pelo menos 2 algarismos repetidos é: 


a) 38 d) 414 
b) 252 e) 454 
c) 300 


75. (FEI-SP) Num carro com 5 lugares e mais o lugar do 
motorista viajam 6 pessoas, das quais 3 sabem dirigir. De 
quantas maneiras se pode dispor essas 6 pessoas em viagem? 


76. (ITA-SP) Se colocarmos em ordem crescente todos os 
números de 5 algarismos distintos, obtidos com 1, 3, 4, 6 
e 7, a posição do número 61473 será: 


a) 76º d) 82º 
5) a e) nda. 
E : 


77. (FGV-SP) Uma palavra é formada por N vogais e N 
consoantes. De quantos modos distintos pode-se permutar 
as letras desta palavra, de modo que não apareçam juntas 
duas vogais ou duas consoantes? 


a) (NI d) (2N)! - 2 
b) (N!)* - 2 e) n.d.a. 
c) (2N)! 


78. (FEI-SP) O número de anagramas formados com as le- 
tras da palavra república, na qual as vogais se mantêm nas 
respectivas posições é: 


a) 5! d) 0! 
b) 514! e) 4! 
c) 9! 


73. (MAUÁ-SP) De quantos modos podemos ordenar 2 li- 
vros de Matemática, 3 de Português e 4 de Física de modo 
que os livros de uma mesma matéria fiquem sempre juntos 
e, além disso, os de Física fiquem entre si, sempre na mes- 
ma ordem? 


80. (UF-PA) Entre as afirmações abaixo, marque a única 
correta: 


a) 0! = 0 
b) 5! = As, 
c) Ass + 3An,2 + VR Es nº 


d) existem 24 “palavras” distintas, feitas com as letras da 
palavra MAPA 
e) P,=1 


81. (CESCEM-SP) Quatro pontos distintos e não coplana 
res determinam exatamente: 


a) 1 plano d) 4 planos 
b) 2 planos e) 5 planos 
c) 3 planos 


82. (FGV-SP) Em um congresso há 30 professores de Ma- 
temática e 12 de Física. Quantas comissões poderíamos or- 
ganizar, compostas de 3 professores de Matemática e 2 de 
Física? 

a) 5 359 200 b) 60 

d) 129 600 e) 4 060 


83. (PUC-SP) Tomam-se dez pontos sobre uma circuferên- 


cia. Quantos triângulos podemos construir com vértices nes- 
ses pontos? 


c) 267 960 


a) 12 d) 720 
b) 120 
c) 360 e) pá 


3 
84. (UF-UBERLÂNDIA) Em um plano há 12 pontos, dos 
quais três nunca são colineares, exceto 5 que estão sobre uma 
mesma reta. O número de retas determinados por esses pontos 


é: 
a) 56 b) 57 c) 46 
d) 47 e) 77 

85. (MACK-SP) O conjunto A tem 45 subconjuntos de 2 
elementos. O número de elementos de À é: 

a) 10 

b) 15 

c) 45 

d) 90 

e) impossivel determinar com a informação dada. 


86. (UNESP-SP) Sobre uma reta marcam-se 3 pontos e so- 
bre outra reta, paralela à primeira, marcam-se 5 pontos. O 
número de triângulos que obteremos unindo 3 quaisquer des- 
ses 8 pontos é: 

a) 26 b) 90 c) 25 

d) 45 e) 42 

87. (MACK-SP) Uma classe tem 10 alunos e 5 alunas. For- 
mam-se comissões de 4 alunos e 2 alunas. O número de co- 
missões em que participa o aluno X e não participa a aluna 
A 


a) 1260 d) 504 
b) 2100 e) 330 
c) 840 


88. (UNESP-SP) Um examinador dispõe de 6 questões de 
álgebra e 4 de geometria para montar uma prova de 4 ques- 
tões. Quantas provas diferentes ele pode montar usando 2 
questões de álgebra e 2 de geometria? 

a) 24 b) 60 c) 90 

d) 180 e) 720 


89. (PUC-SP) De um grupo de 9 professores, 5 lecionam 
matemática. Quantas comissões de 3 componentes podem 
ser formadas de modo que em cada uma compareça pelo me- 
nos um professor de matemática? 


a) 80 d) 83 
b) 79 e) n.d.a. 
c) 84 
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90. (FGV-SP) Em uma reunião social havia n pessoas; ca- 
da uma saudou as outras com um aperto de mãos. Sabendo- 
se que houve ao todo 66 apertos de mãos, podemos afirmar 
que: 

a) n é um número primo 

b) n é um número ímpar 

c) n é um divisor de 100 

d) n é um divisor de 125 

e) n é um múltiplo de 6 

91. (UF-VIÇOSA) A combinação de m elementos tomados 
4 a 4, vale 102. Então, o arranjo de m elementos, tomados 
4 a 4, vale: 


a) 612 d) 85 
b) 9 e) 2448 
c) 1224 


92. (PUC-SP) Com 12 pessoas adultas, entre as quais há 
3 com 60 anos de idade, qual é o número de comissões de 
8 membros que se pode formar de modo que em cada uma 
delas figure pelo menos uma pessoa sexagenária? 


93. (STO. AMARO-SP) Numa circunferência são tomados 
dez pontos distintos. Ligando-se seis quaisquer desses pon- 
tos obtém-se um hexágono. O número de hexágonos distin- 
tos que podem ser formados é de: 


a) 151200 d) 105 
b) 210 e) 75600 
c) 720 


94. (METODISTA-SP) Numa reunião de professores, em 
que cada um cumprimentou todos os seus colegas, registra- 
ram-se 210 apertos de mãos. O número de professores pre- 
sentes à reunião foi de: 

a) 20 Bio e) O q) 21 é) ndia. 


95. (FM SANTOS-SP) O número de produtos positivos de 
três fatores distintos, que podem ser obtidos com os elementos 
do conjunto (1; — 1; 4; —4;5; —5:;7; 8] é: 

a) 336 b) 273 c) 56 

d) 26 e) 25 


96. (UE-MT) Sobre uma circunferência marcam-se 7 pon- 
tos, 2 a 2, distintos. Calcule o número de triângulos que po- 
demos formar com vértices nos pontos marcados. 

a) 3 b) 7 c) 30 

d) 35 e) 210 

97. (UF-ES) Calcule x sabendo-se que A? = 6C*7 2. Ob- 
servação: A, equivale a A,, e Ci” ? equivale a C, , 


a) x = 6 7 = 2 
bD) x = 8 e) x =1 
c)x =5 


98. (EESCUSP) O número de combinações de n elemen- 
tos, p a p, que contêm k elementos determinados é: 


DE Rap ob REC 
b) Cx e) Ci - p 
c) (A 


99. (MACK-SP) Quantos objetos distintos se deve ter 
para que possam ter 21 combinações distintas de pares de 
objetos? 

a) 10 b) 6 c) 42 d) 7 e) 20 
100. (IME) Com 10 espécies de frutas, quantos tipos de 
salada, contendo 6 espécies diferentes, podem ser feitas? 


101. (ITA-SP) Uma urna contém 12 bolas, das quais 7 são 
pretas e 5 brancas. De quantos modos podemos tirar 6 bolas 


— ——; 


da urna, das quais exatamente duas são brancas? 


102. (EESCUSP) Quantos subconjuntos de 5 carta 
tendo exatamente 3 ases, podem ser formados de 
lho de 52 cartas? a 


103. (FGV-SP) Um professor conta exatam 
no seu curso anual. Ele tem por norma nunç 
ano as mesmas 3 piadas que ele contou em q 
ano. Qual é o mínimo número de piadas dife 
pode contar em 35 anos? 


d) 32 e) 21 


104. Calcule os seguintes números binomiais: 


dg) dl) a(B) 
AR) ot) 
8) (o) 
105. Determine o binomial complementar de: 
o) sl) a() 
106. Resolva as seguintes equações: 
à (5) = (5) 6-0) 
à (5) = (3) 9 (5) = (9) 
107. Calcule: 
G) + (Dario) + (m) + (3) + (15) 
+ 0-6 
o (9) -() 
p+I1 


(a 
+ 1 
108. (FATEC-SP) A expressão —— - (: ' ) onde 


369) (9 +0) 
n+1 
<n,comp,n € N* é igual a: 
05) 
(9) 
c) ( 
d) 1 


3 CON- 
bara- 


ente 3 Piadas 
à Contar num 
Ualquer outro 
Tentes que ele 


a) + 
b) + 


Pp 


po) 
poe 1 


e) n.d.a, 


18) . 
109. (UE-CE) A soma das soluções da equação (5) 


ia ( 18 ) " 
E da 
a) 8 b) 5 
c) 6 d) 7 
ny .(P) então 
110. (MACK-SP) Paran E N*, se be : (0) 


n é igual a: 


oo 
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a) 10  b)20 c)(20)-(10) d)30 e) 201/10! 


ll11. (MAUÁ-SP) Na equação: 2 (” ' ) = 7 E : ) 


obter n e em seguida calcular P, (permutações simples). 


(5 ) E J 
112. (STA. CASA-SP) A equação: Vi nl 
+ 
(5) 
a) não admite soluções; 
b) admite uma solução entre 1 e 5; 
c) admite uma solução entre 5 e 12; 


d) admite uma solução entre 12 e 20; 
e) admite uma solução maior que 20. 


113. (MACK-SP) Os números binomiais (5) ( : ) 


n+2 - - E nã 
e ( 3 > nesta ordem, estão em progressão aritmética, 


paran € IN. Nestas condições, o produto dos possíveis va- 
lores de n é: 


a) O b) 1 o) 2 
d) 3 e) 4 


114. (UF-PR) Sejam » e p números inteiros positivos, tais que 


n=1>p. End (0 0 1) + (00 D+ ( A ) 
ps p ptl 


é igual a: 

n-1 n+1 
o (521) 9 (513) 
» (5) 

n + ) 
É 
Hs 
115. (MACK-SP) O valor de C,o+ Cut 6,9% + Cogoi 
com n € N* é sempre: 









a)2º — 1 d) nº 

b) 2º e) (n + 2)2 

c)2”" +mn 

116. (MED. ABC) Calcule o 5º termo do desenvolvimen- 
to de (x — 3): 

a) — 120xº d) 135% 

b) 120x* e) n.daa. 

c) — 135xº 


117. (UF UBERLÂNDIA-MG) Desenvolvendo-se o binô- 
: Io 
mio (2 + +) segundo as potências decrescentes de x, 


o 6º termo será: 


105 “io c) 252x! 
Da: d) 210x'5 
b) 105 x!4 e) 252x!º 


Is. (UF-PA) Qual o valor do termo médio do desenvolvi- 
mento de (2x + 3y)º? 
) 70 x! y! 


"16-81-x!*-y* 
70 - 16-81 - x) y! 
TO - 16-81 -x*- yº 
70 -16-81:x5-y 


« (UE-CE) O coeficiente de x* no desenvolvimento de 


(2x + 1) é: 
a) 1024 b) 1120 c) 1648 d) 1792 
120. (PUC-RS) O coeficiente de x” no desenvolvimento de 
(2x = 1 ” 

x 
a) 15 b) 60 c) 160 d) 1922 ce) 240 


121. (PUC-RS) No desenvolvimento de (x + a)'º, ordena- 
do segundo as potências decrescentes de x, o quinto termo 


é igual a = “x. Sea > 0, então o valor de a é: 
a) 1/2 b) 1 c) 3/2 
d) 5/2 e) 3 


122. (UAM) O termo independente de x no binômio 
| Io à 
(x - 1) é igual a: 


a) 35 b) 45 ds dy O 


123. (FGV-SP) Desenvolvendo-se a expressão 


“ 


(x + do y (x - =| obtém-se como termo indepen- 


x 
dente de x o valor: 

a) 10 d) —- 20 
b) — 10 e) 36 
c) 20 


124. (CESCEM-SP) Desenvolvimento de (x - +) 


tem um termo independente de x: 

a) sen é par 

b) se n é ímpar 

c) se n é divisível por 3 

d) qualquer que seja n diferente de zero 

e) não existe nenhum valor de n nessas condições 


125. (MAUÁ-SP) Verificar se no desenvolvimento do bi- 
À à V2 431º À 

nômio (2x — 2) haverá, após as simplificações, um 

termo em x. Em caso positivo, determinar seu coeficiente. 


126. No desenvolvimento de (3x + 13)" há 13 termos. A 
soma dos coeficientes destes termos é igual a: 


a) do d) 250 
b) 2% e) 2º 
c) 218 


127. (FGV-SP) A soma dos coeficientes dos termos do de- 
senvolvimento de (2x + 3y)º é: 


a) 15625 d) 4225 
b) 7776 e) 2048 
c) 6226 


128. (UF VIÇOSA) À soma dos coeficientes do desenvol- 
vimento de (2x + 3y)” é 625. O valor de m é: 


a) 5 d) 3 
b) 6 e) 4 
c) 10 


129. (MACK-SP) Os três primeiros coeficientes no desen- 
volvimento de (e + 3) estão em progressão aritmética. 
O valor de n é: 


a) 4 d) 10 
b) 6 e) 12 Pa 
c) 8 249 
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GEOMETRIA 


ANALÍTICA 





Sistema de coordenadas 
cartesianas 


No plano cartesiano, o par de eixos Ox eOy 
determinam quatro regiões: são os quadrantes: 





O: origem do sistema de coordenadas 
Ox: eixo de abscissas 
Oy: eixo de ordenadas 


m Coordenadas de um ponto 
Todo ponto do plano cartesiano é associa- 
do a um par ordenado (x; y) de números reais: 


p 
y9------ =. e Plxiy) 





x: abscissa do ponto P 
y: ordenada do ponto P 
(x; y): coordenadas do ponto P 


Casos particulares 

* Todo ponto do eixo de abscissas tem ordena- 
da nula. 

o Vga ponto do eixo de ordenadas tem abscissa 


(0;y) 
(x; a eg 


* Todo ponto da bissetriz do 1º e 3º quadran- 
tes (quadrantes impares) tem abscissa e ordenada 
iguais. 

* Todo ponto da bissetriz do 2º e 4º quadran- 
tes tem abscissa e ordenada simétricas: 





m Ponto médio 


A 
M 
Es “YAtYB 
IM 2 a 
B(xg;Yp) 


m Baricentro do triângulo 

Baricentro: ponto de intersecção das media- 
nas. Mediana: segmento que une um vértice ao 
ponto médio do lado oposto. 


XA + Xp 
e o 





G = baricentro 
— Ka TX +tzxç 


3 


- YafyptIyC 
HObngáms api 


m Distância entre dois pontos 


oÃ 
das = v(Ax)' + (Ay) 
Ax = |xy — Xp| 
d A B 
já lay = lya — ya 
B 
m Área do triângulo 
A 
Ç 
B 
S = área do triângulo 
X Ja d 
S o 2 * mód KB YB l 
XE Je |! 


m Alinhamento de três pontos 


r À,B,C alinhados 
(colineares) & 


C 
B Xa Ja | 
>|x3 yYp 1/=0 
de ko Je 


» [red preso 


onde (x; y) são as coordenadas de qualquer pon- 
to pertencente à reta AB. 








OBSERVAÇÃO a, 
reais tais que: 
* a e b não são nulos ao mesmo tempo; 


o = a reta é paralela ao eixo Ox; a 


equação desta reta é do tipo 


b, c, são números 









) 
todos os pontos da reta têm a mesma or- 
denada. 






2 > a reta é paralela ao eixo Oy; 
a equação desta reta é do tipo Px=número | 


todos os pontos da reta têm a mesma abs- 
RA 






YA RIA 


It 


e|c=0] Cc = [c=0] = a reta passa pela origem. 





m Intersecção de retas 


rax+by+c=0 
sax+by+c=0 
rs = [P)= as coordenadas do ponto de in- 
tersecção são calculadas resolvendo-se o siste- 


ma formado pelas equações das retas r é $. 


m Equação reduzida da reta 


Ru pe begjren0s 





a | ep! — 
>» y As Ya 4 Di 
y yu 
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m = coeficiente angular ou declividade; 


Ay 
m=-——=-=—a=tga |a = inclina 
E [4 ção 





valem para retas não verticais. 


n = coeficiente lincar: ordenada do ponto em 
que a reta (não vertical) “corta” o eixo das or- 


PixoiYo! 
e 





rny=m.x 





1 (0;0)=n=0 


= Equação da reta, dado um pon- 
to e o coeficiente angular 





ponto conhecido 











X EXERCÍCIOS 


130. Determine o ponto médio dos segmentos AB seguintes: 
a) A(O; 0) e B(8; 12) b) A(—4; 8) e B(3; —9) 
c) A(3; —5) e B(6; —2) d) A(2; 3) e B(1/2; 2/3) 
131. Determine as coordenadas dos pontos que dividem em 
- 4 partes iguais o segmento AB, sendo: 

a) A(O; 0) e B(8; 20) b) A(= 4; 6) e B(4; 10) 
Cc) A(5; —2) e B(8; 4) d) A(2; 4/3) e B(18/5; 0) 
32. Determine as coordenadas dos pontos que dividem em 
partes iguais o segmento AB, sendo: 





X 
x x 
OBSERVAÇÃO Estas propriedades só 


= Distância de ponto a reta 








“ Posições relativas de duas retas m Cálculo do centro e do raio 


NR] [2 
res: paralelas 


metade, com 
[tsem em] aa 
g U 
O O- 
p (termo independente) = 


OBSERVAÇÃO Na equação de uma cir- 
cunferência, temos, necessariamente: 

* Os coeficientes de xº e y? são iguais, in- 
clusive em sinal e não nulos. Se o coeficiente 
de xº for diferente de 1, deve-se dividir to- 
da a equação por ele. 

* Não pode existir termo em x - y na equa- 
ção. 

* O termo independente p é tal que 


p=asbl- Rio R'=9/+b-p>0 


(numa circunferência, o raio é sempre po- 
sitivo) 


S res: perpendiculares 





risem=- 


m, 








rrnax+by+c=0 


m Posições relativas entre reta e 


d circunferência 
e Reta e circunferência secantes: 


Era a 


Reta e circunferência tangentes: 


Equação da circunferência - 
ts | 


Reta externa à circunferência: 


EF 
em (o jo (eat bP=R Sendo: Ca; B)erax + by +c= 0 = 


8 jara+b:B+cl 


m = tga: C+y-Zex-bey+p=0 de. + Jd. 
coeficiente angular 


A(O; 0) e B(6; 9) b) A(2; 1) e B(11; 7) 
: a e B(6; 1) — d) A(1/3; 1/4) e B(7/3; 1) 
133. Determine o baricentro do triângulo ABC, sendo: 
a) A(O; 0), B(I; 3) é C(5; 12) 
b) A(=2; 2» B(3; —1)e (-4; 6) 


134. Determine o ponto B(a; b), sabendo que o ponto 
M(1; 2) é médio do segmento AB, com A(— 1; 6). 


135. Determine o vértice C do triângulo ABC, sabendo que 
A(1; 2) B(4; — 1)e G(0;0)é o baricentro do triângulo ABC. no 
196. O segmento AB é dividido em 5 partes iguais, sendo 38] 
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P o segundo ponto de divisão a partir de A. Determine P 
sabendo que A(l; 2) e B(11; — 13). 
137. O segmento AB é dividido em 7 partes iguais, sendo 
P o quinto ponto de divisão a partir de A. Determine B sa- 
bendo que A(—3; 5) e P(7; 0). 
138. Calcule a distância entre os pontos: 
a) A(O; 0) e B(8; 6) b) A(l; 2) e B(6; — 10) 
c) A(3; 12) e B(11l; —3) d) A(2; -3) e B(—1; 1) 
139. Calcule o perímetro e a área do triângulo ABC, sendo: 
a) A(—4; 3), B(5; 3) e C(ll; —5) 
b) A(O; 0), B(3; 4) e C(—9; —5) 
140. (UF-MG) Sabendo-se que a distância entre os pontos 
A(O; 1) e B(t; 2t) é 13, o valor positivo de 1 é: 

2 + /61 
gps id 2 93 d) Fio endea 
141. Se três vértices de um paralelogramo são os pontos 
(2;0) (3; 1) e (5; 2), então o 4º vértice pode ser o ponto: 
a) (41) b(60) (62) d(-41) e (01) 
142. (FGV-SP) A área do triângulo de vértices (— 3; 3), 
(— 1; 1) e (4; 0) é: 
a) 1 b) 2 c) 4 d) 8 e) 16 
143. (PUC-SP) Os pontos A(1; 2), B(4; 3), C(3; 1) e D(m; n), 
nesta ordem, formam um paralelogramo. À área do parale- 
logramo ABCD é igual a: 
a) 5 b) 6 e 3 d) 4 e) 7 


144. (CESGRANRIO-R]) Os pontos M, N, P e Q do R 
são os vértices de um paralelogramo situado no primeiro qua- 
drante. SeM = (3;5), N = (1;2)e P = (5; 1), então o vêrti- 


ce Q é: 

a) (7; 4) b) (6; 5) c) (9; 8) 

d) (8; 6) e) (6; 3) 

145. (FGV-SP) As áreas A, e A, assinaladas são iguais, re- 
pectivamente, a: y = —x2+ 10x 








a) 42 e 25 
Db) 10,56 12,5 
Cc) 21,625 
d) 21e 50 
e) 42 e 50 


146. (FGV-SP) Os pontos (1; 3), (2; 7) e (4; k) do plano 
cartesiano estão alinhados se e somente se: 

a) k = 11 b) k = 12 c) k = 13 

d)k = 14 e) k = 15 


147. (UC-MG) Se os três pontos A (as ), (> o) € 
C(— 1; 6) são colineares, então o valor de 1 é igual a: 

] 1 3 3 
a) — b) — — — — 
+ 5 9 ida 
148. (MED. ABC) Os pontos (— 2, 0) e (0, — 3) estão am- 
bos na reta de equação: 
a) 2x + 3y + 6=0 
b)3x + 2y — 6=0 
c) 3x + 2y + 6=0 
149. (PUC-SP) Os pontos A(3; 5) B(l; — 1) e C(x; — 16) 
pertencem a uma mesma reta, se x for igual a: 
a) —5 b) -1 c) —3 
d) —4 e) —2 


d)2x + 3y — 6=0 
e) N.D.A 





150. (MACK-SP) A 
equação da reta r é: 


ayt2x-2=0 
by -x-—-2=0 
)y+2x+2=0 
d)y-2x-2=0 
Jy-2RZ+2=0 





151. (CESGRANRIO-R]) Na figura, o triângulo MNO é 
equilátero e de lado igual a 2. 
À reta que contém o lado MN 
E: 





a) 2x +yV3=1 

bx +yV/3=2 

)xvV3+y=23 

d)xv2+y=1 

)x+y=2v3 

152. Escrever as equações reduzidas das retas seguintes: 

b) 4y 
2 


135º 





153. Determine o coeficiente angular da reta que: 
a) tem inclinação de 45º; 

b) tem inclinação de 120º; 

c) passa pelos pontos A(1; 2) e B(5; 3); 

d) passa pelos pontos P(5; —2) e Q(7; — 1); 

e) tem equação geral: 2x + 3y — 1 = 0; 


f) tem equação E E Z = 1. 
154. Obter as equações das seguintes retas: 
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155. (FGV-SP) A equação da reta s é: 





d+ 5 = y=x2-10x+25 
Dr qi | | 
de = | 

| 
o 
ge dd A. 


156. A reta que forma com os eixos coordenados um triân- 
gulo de baricentro G(2; 3) é: 


E a LL 
dor da ddr ad 
e RR - 
b) 3 + ] eJx+y=5 
c) ra + Ci = 
157. (FGV-SP) A equação da reta r pode ser representada 
por: 





E 
ay=5+V3x dy=5- x 
y=5+ Ds gy=5- Ds 


)y=5-V3x 

158. (UF UBERLÂNDIA-MG) O ângulo agudo formado 
pelas retas y = xe y = V3-(x- 5)é: 

a) 30º b) 20º c) 50º d) 15º e) 80º 
159. (MACK-SP) A equação da bissetriz de um dos ângu- 
los formados pelas retasr:x — y + 2=0esixty—-2=0 
e: 

ax=y bx=-y Jx=2 dy=2 60)y=0 


160. (FAAP-SP) Sejam Oxy um sistema cartesiano ortogo- 
nal e o triângulo ABC, para o qual os pontos M, = (3, 1), 
My = (0, 5) e Mc = (2, 3) são os pontos médios dos lados, 
opostos aos vértices A, Be C, respectivamente. Pede-se: 
a) achar as coordenadas do vértice A 

b) achar a equação da reta suporte do lado BC 


161. (SANTA CASA-SP) As equações paramétricas de uma 
retasãox=2t- ley =3t+2,ondet E R. Às intersec- 
ções dessa reta com os eixos coordenados são os pontos: 
a) (-3;0)e(0; 2) d) (— 7; 0) e (0; 7) 

+ 4,0) (o; - 1) (- 2:0)e(05) 
É ) (a 6 0 € 0; 2 e) 3 b] 0 € 0 2 


a (9) (6-3) 


162. (MACK-SP) As retas de equação da forma ax + 
y + 8 = O têm um ponto comum A e as retas de equação 

da forma bx — 4y + 4 = O têm um ponto comum B. À 

quação da reta determinada pelos pontos À e B é: 

y=0 b)x =8 o)x=4 

x=0 e) y = » 
















163. (CESGRANRIO-R]J) As retas do R? de equações 
x=2,y=xex + 2y = 12 determinam um triângulo T. 
O ponto de coordenadas inteiras que está no interior de T é: 
a) (0,0) dL(0,4) J(5;49) dD(34) e (3;5) 
164. (UNESP-SP) A área da região triangular limitada pe- 


lasretas = + Ds li- T+ o =1ey=06,em 


unidades de área, igual a: 
a) 9 b) 7 c) 18 d) 10 e) 6 


165. (FGV-SP) A área hachurada é igual a: 


15 (525) | 
(5 : 3) 
c) = 


d) Um valor impossível de ser 
calculado por falta de da- 
dos. 





166. (PUC-SP) Uma reta r possui equação ax + by + c = 0, 
coma > 0,b > 0€ec > 0. Quantas das seguintes afirma- 
ções são verdadeiras? 

1. r tem infinitos pontos no quadrante de coordenadas po- 
sitivas; 

2. r passa pela origem do sistema de coordenadas; 

3. r corta o eixo das abscissas num ponto de abscissa positiva; 
4. a declividade de r é um número positivo. 
a) nenhuma b) uma  c) duas  d)três 


167. (CESGRANRIO-R]) Se as retas do Rº de equações 


e) quatro 


y=3x ey=mx+jn são paralelas, então: 
am = -3n dm=-— 
b n=3m em =3 
o)n= -—1 


168. (UF-PA) As equações de dois lados de um losango são 
dadas por2x - y + 5=0ex+3y — | = 0;seos outros 
dois lados têm como vértice comum (— 1; — 2), então suas 
equações são: 

ax -y+4=0ex+3y-7=0 
b2x-y=0ex+3y+7=0 
det) +5=0e5 -y+1 
dx-2y-3=0ex-—-3y-5= 
169. (FGV-SP) As retas (r)x + 2y 
= 5 são paralelas se: 

ak=8 bk=7 J)Jk=6 dk=5 ek=4 
170. (FGV-SP) Sabendo-se que a reta s //r, onde r tem por 
equação 3x — 10y + 30 = 0, e que s contém a origem, con- 
cluímos que a equação de s é: 


0 


o 


5e(s)d4x + ky = 


ER A ps a 
a) y 10 * d) y 3 X+30 


a 
c) y 10 * + 30 
171. (MAUÁ-SP) Determinar as equações das retas que pas- 
sam pela intersecção das retas: x + 2y = 4,2x —- y = 8 
e são paralelas às retas bissetrizes dos quadrantes formados 
pelos eixos coordenados (eixo x e eixo y). 
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172. (ABC) Para as retas r e 
s podemos afirmar: 

a) são paralelas 

b) ris = P, do 4º quadrante 
c) (3; 0,4) está numa delas 
d) ris = M, do 2º quadrante 
e) (8; 2) está numa delas 


173. (FAAP-SP) Determinar as equações das retas que pas- 
sam pelo ponto P(1; — 3) e que são perpendiculares aos eixos. 


174. (MACK-SP) A reta y = — 2 é a mediatriz do segmento 
que une os pontos: 

a) A(O; 0) e B(O; —4) d) A(—4; 0) e B(0; 0) 

b) A(0;0) e B(0; — 2) e) A(—-4; —4) e B(0; 0) 

c) A(O; — 4) e B(—4; 0) 


175. (UF-BA) Na figura, a equação reduzida da mediatriz 
de PQ é: 


.3 

a) y = 5 X 
by=-52+3 
)y =x 
d)5y = -3x+3 
e)5y + 3x = 0 


176. (PUC-RS) Os pontos (2; 3) e (6; 7) são extremos da 
diagonal de um quadrado. À reta suporte da outra diagonal 
tem equação: 


ax -—-y+9=0 d)x+y-9=0 
bDx+ty+9=0 eJx-y+1=0 
)x-—-y—9= 


177 . (FGV-SP) Os pontos do plano cartesiano, cujas coor- 
denadas (x, y) satisfazem a equação |x + 2y| = 1 constituem: 
a) um quadrado 

b) um par de retas paralelas 

c) um par de retas perpendiculares 

d) um feixe de infinitas retas paralelas 

e) um segmento de reta 


178. Pelo ponto P(2; 4) conduzimos as retas r e s, respectiva- 
mente paralela e perpendicular à reta t de equação x = 2y. 
As retas r e s cortam o eixo das abscissas em dois pontos 
tais que a distância entre eles é igual a: 
a) 10 b) 5 c) 13 d) 14 e) 17 
179. (UF UBERLÂNDIA-MG) São dados os pontos 
A(2; y), B(1l; — 4) e C(3; — 1). Qual deve ser o valor de y, 
para que o triângulo ABC seja retângulo em B? 

do dE add pu d gÃ 
da Doca dig dog 9 


180. (UF-PA) As retas Ax+ By + C = des + a = 


são perpendiculares. Uma relação entre À, B, p e q será: 
a) Ap = qB c) Aq = —pB p 


e) AB = —— 
b) Aq = pB d) Ap = —pB q 


181. (MACK-SP) A reta (r) passa pelo ponto P(1; 0) e é 
perpendicular à reta (s) dada por y = 2x + 3. Se o ponto 
Q (a; 4) pertence à reta (r), então a vale: 

a) 0 bD-3 J-7 dj)7Ãeagl 

182. (UF-RS) As retas de equações y = ax — 4ey = 
= cx + d concorrem, perpendicularmente no ponto (3; 2). 
O valor de d é: 


a) —4 b) —1 c) 1/2 d) 20/7 e) 7/2 
183. (FGV-SP) O ponto da reta de equação x + 2y — 1 = 
= (0, mais próximo do ponto P (6; 5), tem coordenadas cuja 
soma é: 

a) O b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 

184. (MED. ABC) O ponto simétrico da origem em rela- 
ção à reta 2x + 2y — 1 = 0 é: 

a) (2; 2) c) (0; —2) e) n.d.a. 

b) (2; 0) d) (0,5; 0,5) 

185. (UF-RS) Os vértices de um triângulo são os pontos 
A (—1;2) B(5; 1)e C(3; 6). O coeficiente linear da reta 
que passa por € e pelo ortocentro do triângulo é: 

a) —-24 Db -l2 OJ-lO d-6 cb6 
186. (FAAP-SP) Num sistema cartesiano ortogonal Oxy, 
os pontos R = (4;6)e S = (2; — 10) são vértices de um triân- 
gulo RST. Sabendo-se que as alturas do triângulo relativas 
a estes vértices passam pelo ponto H = (7; 5), pede-se a equa- 
ção da reta suporte do lado RT. 

187. (MAUÁ-SP) A reta r: 3x + 4y —24 = O intercepta 
os eixos Ox e Oy respectivamente nos pontos M e N. Deter- 


minar a equação da reta s perpendicular à reta r pelo ponto 
P € r, tal que NP = 3 PM. 





188. (MACK-SP) Na figura, 

a equação da reta r é: 

a) 2x — 3y — 1=0 

bx -y-1=0 

c) 4x — 5y —-3=0 

d)4x — 3y — 5 =0 

e) 3x — 2y — 4=0 

189. (UB-DF) O número m de pontos do plano egúidis- 
tantes de (2; 6) e (— 2; 5) e a uma distância 2 da reta x = 1 é: 
am =1 bm =2 

o) m=0 d) nenhuma dessas. 


190. (PUC-RS) Os pontos A (2; 1), B (0; 3)e C(-1; 1) 
determinam um triângulo cuja altura relativa ao lado BC 
mede: 


V5 2/5 3/5 6v5 
ds DS 95º 95 dg 

191. (CESGRANRIO-R]) O ponto (— 1; — 2) é um vérti- 
ce de um triângulo equilátero que tem um lado sobre a reta 
x + 2y — 5 = 0. O comprimento do lado do triân lo é: 


4 o b5 23 SS edi 


o A 
192. Determine a equação da circunferência de centro C 
e raio R nos seguintes casos: 
a) C(0;0)eR =4 b) CO merR=5 
co) C(l; -2)e R = 5 d) C(-2;3)eR=I1 
193. Determine o centro e o raio da circunferência de 
equação: 
ax +y =64 bx +y' — 4x +8y=0 
c) xº+ Es 2x—-6y-6 =0 d) x +y+2x—4y-4=0 
194. (FGV-SP) Os pontos A (— 1; 4) e B (3; 2) são extre- 
midades de um diâmetro de uma circunferência. À equação 
dessa circunferência é: 


d(x-l+(y-—-3/=5 
DG R+6-3P=15 
)(x+IP+(y+3=5 
Dx+riP+(y+3)=v5 
)(x-12+(y-32=20 
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195. (UC-MG) A equação da circunferência de raio 5, con- 


cêntrica à circunferênciax? + y? — 4x — 2y+3=0,é: 
ax +yit4x-y-20=0 


bx +y?—- 4x —-2y- 15=0 
)x+y)+4x+y+20=0 
dx +y) — 4x —2y —-20=0 


J)x +y)-2x+y-—- 15=0 

196. (SANTA CASA-SP) São dados a circunferência (2) 
de equação xX+y+6x-2y+1=0€co ponto À (2; 0). 
A equação da circunferência concêntrica a (À) e que passa 
pelo ponto À é: 

ax +y + 6x-—-2y+9=0 

bx? + y2 + 6x — 2y + 12 
)x + y + 6x — 2y — 16 
dx +y + 6x — 2y — 20 
eJx)+y) + 6x — 2y — 26 
197. (PUC-SP) Determine as equações das circunferências 
de raio 2 que passam pelos pontos (0; 0) e (2; 2). 

198. (UF VIÇOSA-MG) A área do circulo delimitado pe- 
la circunferência de equação 4x? + 4y? — 4x — 11 =0 
é igual a: 

a) 12lm b)3r cc) 


ss” 


Mx 121 x 
d) 97 (e) 16 


199. (UF UBERLÂNDIA-MG) A distância do centro da 
circunferência x? + y? — 6x — 8y + 21 = 0 à bissetriz 
do 1º e 3º quadrantes vale: 

õ 


Vo bvV) q a 9 


200. (UF-PA) A equação ax? + 3y? — bxy + 3x + 15y + 
+ c = 0, representa uma circunferência de raio 2. Então, 
2a + b + c é igual a: 

37 31 29 27 25 
og o U5 9a “7 9% 
201. (UF-PA) O maior valor inteiro de p para que a equa- 
ção x? + y? — 6x + 4y + p = 0 represente uma circunfe- 
rência é: 

a) 8 b) 10 c) 11 d) 12 e) 15 

202. (MACK-SP) xX2+y? —- 4x — 6y +kxy=m é a 
equação de uma circunferência de raio 3. Então k + 2m vale: 
a) —15 b) —8 € =4 d) O e) 2 
203. (UE-CE) A distância do ponto P(— 3; 8) à circunfe- 
rência cuja equação é x? + yº — 10x — 4y + 13 = 0, está 
compreendida entre: 

a)7e9 b)5e7 0w3es d)le3 
204. (FESP) Dada a circunferência de equação (x + 2)” + 
+(y- 3) - 25=0 eo ponto A(p; —1), podemos afir- 
mar que o valor de p para que o centro da circunferência, 
o ponto 4 e a origem dos eixos estejam alinhados é: 


3 3 2 2 
E — — — d.a. 
a) 2 b) a c) 3 d) 3 e) n.d.a 
205. (FGV-SP) A reta 3x + 4y — 6=0 determina na cir- 
cunferência x) + y' — 2x — 4y + 1 = 0 uma corda de 
comprimento igual a: 


a) 3 b) V3 c) 2/3 d) 6 e) 22 


06. (UF-AM)A circunferências? + y? + 5x + dy +a= 
“O determina no eixo OX uma corda de comprimento 3. 
alcule a e marque o seu valor, que é: 

| l 


bd 5 c) 2 d) 5 

















207. (UFSCAR-SP) Consideremos, num sistema ortogo- 
nal de coordenadas cartesianas, um triângulo equilátero T, 
inscrito na circunferência x? + y? — 2x — 2y = 0. Saben- 
do-se que (0; 0) é um vértice de T, podemos afirmar que o 
valor numérico Ga área de T é: 

3v3 3v2 2/3 v3 
)W 7 JT IF 9a 
208. (UF-PA) As circunferências Cj:x2 + y? — 4x + 
+3=0eC,:x?+y? —- 8x + 12=0são: 
a) exteriores d) concêntricas 


b) tangentes exteriores e) secantes 

c) tangentes interiores 

209. (PUCCAMP-SP) Considere as circunferências 
(A)x2+y?—-8x- dy +15=0€ 

(Ao) x? + y? + 4x + 2y — 75 = 0; concluímos que: 

a) À, e à, possuem 2 pontos de intersecção (ou seja, são se- 

cantes) 

b) À, e À; se tangenciam internamente 

c) À, € À, se tangenciam externamente 

d) À, e à são disjuntas e externas 

e) À, € À, são disjuntas e internas 

210. (FAAP-SP) À circunferência T de equação (x — a” + 
+ (y — 4) = a” está no 1º quadrante e tangencia tanto o ei- 
xo Oy como a reta s de equação y = ax. Achar o valor nu- 
mérico do raio R e das coordenadas do centro C da circunfe- 
rência T. 

211. (MAUÁ-SP) Quais são as equações das retas parale- 
las ao eixo Ox, tangentes à circunferência: x + y— 2x - 
— 4y — 4 = 02 

212. (MACK-SP) À reta que passa pelo ponto P(2; 3) e é 
tangente à circunferência de centro C(0; 0) e raio 2 pode ser: 
ay=3 bx=2 )y=2x dy=-2Z eãx=3 
213. (FAAP-SP) Num sistema cartesiano ortogonal Oxy são 
dados os pontos A =(2;5)eB = (1; 2). Determinar a para 
que a reta AB fique tangente em B a uma circunferência de 
centro na origem. 

214. (MAUÁ-SP) Determinar a equação da circunferência 
que tem centronareta:x — y — | = O, raioR = leétan- 
gente ao eixo y. 
215. (CESGRANRIO-R]) A reta do plano xOy, que passa 
pela origem O, é tangente à circunferência (x — 2)º + 
+(y—-2/=8,é 

ay=x by=-x coOx=0 d)y=0 ecy=- 
216. (FAAP-SP) Determinar a > O de modo que o ponto 
P(a; 0) seja o centro de uma circunferência de raio 5 cm, que 
tangencia a reta y =X. 

217. (CESESP-SP) Os valores de m para os quais a reta 
de equação x + y + m = O é tangente à circunferência de 
equação cartesiana x? + y? = 25 são: 
a) 4 ou 7 b) 3 ou 4 

d) -5v2 ou 52 e) —10 ou 10 
218. (SANTA CASA-SP) 
Na figura ao lado ,a circunfe- 
rência À é tangente ao eixo das 
abscissas. 

Uma reta r, paralela à reta r pe- 
la origem, intercepta À em dois 
pontos. À abscissa de um des- 
ses pontos é: 


c) —5 ou 5 
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219. (UnB-DF) Em um plano à foi escolhido um sistema 


de coordenadas cartesianas. O número 
que verificam ao mesmo tempo às con- 


têm coordenadas (x; y) 


dições: 

x é y são números inteiros 
2 —-yº=60 é: 
xy = 40 

a) dois  b)zero  c) um 


220. (MACK-SP) O lugar geométrico dos pontos P(x, y) 
do plano cartesiano cujas coordenadas são soluções do 


sistema: 


a) um quadrado 
b) quatro pontos 
c) um par de retas 


d) nenhuma dessas 


é formado por: 


d) dois pares de retas 
e) uma circunferência 


c) vazio d) um semicírculo e) um círculo 
)5-V7 223. (FGV-SP) Considere a região do plano cartesiano 
a=(uypls+y<ê6. 
Assinale o ponto que não pertence a 4, 
a) (0; 0) c) (0; V6) e) (V6; — 8) 
de pontos dea que py (—36;0) d) (V3; — 3) 


Rº o conjunto 


224. (UFSCAR-SP) Se /% representa o conjunto vazio e 


de todos os pares de números reais, então, 


com relação aos conjuntos: 


À = 
B = 


(xy) E Rixty-17=0) 
(xi 7), E Rex +y)-25=0) 


podemos afirmar: 


aAUB=R 
bANB=I5;0)(—3; —4) 
ANSA 
JAUB= 
e) AUB= (0; 17), (17;0) 


equação: 


221. (ABC) O número de pontos de interseção dos gráfi- 


cos das parábolas y =w -lex=y)—1é: 
d) 3 e) 4 
222. (CESGRANRIO-R]) O conjunta dos pontos do pta- 
no xOy que satisfaz ni ty <a 
xty=0 
b) constituído de dois pontos 


a) O b) 1 c) 2 


a) um segmento de reta 


RESPOSTAS 


1.c;2.9;3.b;4a=—-3,b=c=—-4,5.b; 
6.e;7.c;8.a = 4eb= —3;9.b;10.40;11.b; 
| —l 

12. 3; 13.9; 14. O E 
6 3.4 E: Ti 
-5 15)" |5/6 1/6)" 

1 0 


19, ) -» 1b 2º 20, 8: EL, ES CÊ. Es ade a 


24.3;)25.x = —4/5ey = 3/5;26.b;27.x = 3 
Cv 28. x= 5; 20, 4:0D:c; di a da. 
50; 33. 2; 34. Db; 35.0; 36. d; 397.3;38.0 x 
Z km(k €E 7);39.d;40.b;41.c;42.a =0 

eb = 1 (dois sistemas são equivalentes quan- 
do têm as mesmas soluções; substitua no se- 
gundo sistema a solução encontrada no primei- 
ro); 43. d; 44.c;45.c;46.m = 1;47,a = —2 
oua = 1;48.m É —2, sistema possível e de- 
terminado. Sem = — 2, sistema possível e in- 
determinado; 49. c (ache x e y usando somente 
as duas primeiras equações e imponha que os 
valores encontrados satisfaçam a terceira equa- 
ção); 90. a (a solução encontrada, usando-se duas 
das equações, não satisfaz a equação restante); 
01. d; 52. b; 53. d; 54. e; 55. b; 56. a; 57. e; 
08. à; 99. b; 60. c; 61. d; 62. e; 63. a; 64. d; 


v=2;16.b; 17. 


representa, no 


65. d; 66. c; 67. a; 88. c; 69. b; 70. d; 71. 
132;72.a;73.b;74.b; 75. 360; 78. a; 77. b; 
18. a; 79. 72; 80.c;81.d; 82.c;83.b; 84. a; 
85. a; 86. d; 87. d; 88. c; 89. a; 90. e; 91. e; 
92. 486; 93. db; 94, d; 95. c; 96. d; 97. c; 98. 
a; 99. d; 100. 210; 101. 350; 102. 4512: 103. 
c; 104. a) 35; b) 66; c) 66; d) 8; e) 15; f) n; 


| 7 1 15 
g) 1: h) 1; i) 1; 105. 3) 1) b) fd c) (9) 
106. a)(5; 3); b) [5; 8;c)[10];d) [14]; 107)a) 


Daft) (a(o (al) 


108. b; 109. b; 110. d; 111. n = 6; P = 720; 
112. c; 113. a; 114. e; 115. a; 116. A E om 
118. b; 119, b; 120. e; 121. a; 122. b; 123. d; 


— 63v2 
124. c; 125, É; 126. c; 127. a; 128. e; 


129. c; 130. b) (— 1/2; — 1/2); c) 
( 5) (4; 10), 
(6; 15) b) (— 2; 7), (0; 8), (2; 9); c c) (23/4; — 1/2), 
(26/4; 1), (29/4; 5/2); d) (12/5; D), (14/5; 2/3) 
(16/5; 1/3); 132. a) (2; 3), (4; 6); b) (5; 3), (8; 5); c) 
(0; 7/3), (3; 2/3); d) (1; 1/2), (5/3; 3/4); 133. a) 
(2; 5) b)(— 1; 7/3); 134. B(3; — 2); 135. C(— 5; 
— 1); 136. P(5; — 4); 137, B(29/7; 10/7); 138. a) 
Ng b) 13; c) 17; d) 5; 139. a) 36; 36 b) 20 + 

106; 21/2; 140. b; 141. a; 142, c; 143. a; 144, 
a; is c (as coordenadas do vértice da parábola 


y = ax tixtesox a Dey = À), 
2 da 


a) (4; 6); 
912; — 7123; d) (5/4; 11/6); 131. a) (2; 


b) 


225, (UF-PR) Em coordenadas cartesianas ortogonais, a 


2 


2x + 2yº — 4x +27=0 


plano, uma circunferência de: 


a) centro no ponto (— 2; 1) e raio = V5 
h) centro no porto ( 
c) centro no ponto (2; 

d) centro no ponto (2; — 1) e raio = V5/2 
e; centro no ponto (1; — 1/2) e raio = v5/2 


|: 1/2) e raio = V5 
) e ralo = 5 


— 


146. e; 147. d; 148. c; 149. d; 150.6; 151.6; 


152. re Red D) v = xt CY = 
=V3-x-Rdv=-13:x- 3153.9)]; 
b) —13; 0) 1/4; d) 1/2; e) — 213; 8) — 413; 194. 
a)v3- & = + Novis O:b)v3:x +93 


» dc 


sie bdr=y+ LED 
+ y +13 = 0; 155.6 156.6; 157.6; 158.d 
159. d (a equação da reta vertical é x = 0); 160. 
a) Al -=187); bx +y — 4 = 0; 161.6; 162 
d; 163. d; 164. a; 165. a; 166. a; 167. e; 168. 
b; 169. g 1105 Lx ty 4= 080 
y— 4=0;172.b;173.x=|y= -3; 174. 
a: 175. à; 176. d; 177. b; 178. 3; 179. D; 180. 
c; 181. c; 182. e; 183. c; 184. d; 185. b; 186. 
x + 3y — 22 = 0; 187. x -6y- 395 
= -0 188. b: 189. b; 190. e; 191. 6; 192. 3)* 

= 16; mx +y - 6x= 00% al 

es + dy = 0, dx +y NAC Sar 
= 0; 193. a) C(0; 0), R = 8; b) Cê 
R = 50) C(-1;3, R = 49) Oo b,2 
R = 3; 194.9; 195. d; 196. c; 197.2) + 1 j 
4y =00ux + y ax = 0; 198. b; 199.6 
200. d; 201. d; 202. b; 203. b; 204. d; 205. 5 
206. a; 207. b; 208. e; 209. b; 210. R = 1 
C(a/3; 4); 211. y = uy) io b; 

4 o “lá. w + + 2x 
oux2 + y) — 2x = 0; 215. by 216. ss 
d; 218. e; 219. b; 220. b; 221. e; 222. 
e; 224. Cc; 229. ce. 
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